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Introduccion

Estas notas empezaron como parte de mi servicio social en la Facultad de
Ciencias de la UNAM por alla del afio 2009. A partir de ese afio he ido comple-
mentando y puliendo este manuscrito. Este texto es basicamente una traducciéon
al espanol del libro “Moduln und ringe” escrito por Friedrich Kasch en 1982 en
el cual estuvieron basadas las clases de Algebra Modrena 3 y 4 impartidas por el
Profesor Dr. Alejandro Alvarado Garcia a las cuales asisti durante el ano 2008.

Mas adelante, como profesor de asignatura de la Facultad de Ciencias de la
UNAM, imparti los cursos de Algebra Moderna 3 y 4 basandome en estas notas
y el libro de F. Kasch. Como producto de estas clases he ido nutriendo las notas
originales de A. Alvarado y este es el resultado.

La intencién de este escrito es poder tener un libro de texto basico en espanol
para poder impartir la teoria general de médulos y anillos que usualmente se da
en la Facultad de Ciencias de la UNAM.



II



Indice general

Mntroduccién I
A%
[ Defnicidn de B-Maduld 1
2. Submodulos y Cocientes| 5
RI_Submdédulod . . . . . ... 5
B2 Coclentes . . . . oo e 10
3. R-morfismos| 13
B.1. R-morfismosl. . . . . .. .. ... 13
[3.2. Teoremas de [somorfismol . . . . . ... ... ... 17
8.3. Sucesiones Exactas| . . . . ... oo oo 20
13.4. El grupo de R-morfismos Homg|. . . . . ... ... ... ... .. 23
4. Nociones Basicas de Categorias| 25
4.1. Definicion de Categoria] . . . . . . . .. ... ... ... 25
E27TFuntores . . . . o oo e 28
4.3. Producto y Coproductol . . . . . .. .. ... .. ... ..., 30
4.4. Producto Fibrado y Coproducto Fibrado|. . . . . . . ... . ... 32
[5. Producto y Coproducto en R-Mod| 35
b.1. Producto y Coproducto en R-Mod| . . . . ... ... ... .... 35
Bb.2. Modulos Libresl . . . . . . . ... 38
b.3. Grupos Divisibles|. . . . . . ... o oo 39
0.4. Dimension Uniformel . . . . . . . . . ... ... 41
6. Modulos Proyectivos e Inyectivos| 43
16.1. Modulos esenciales y superfiuos| . . . . . ... ... 43
16.2. Producto Fibrado y Coproducto Fibrado en R-Mod| . . . . . .. 46
16.3. Moédulos Inyectivos y Proyectivos| . . . . . . . .. ... oL 49
16.4. Capsulas Inyectivas y Cubiertas Proyectivas| . . . . . .. ... .. 55
16.5. Ejemplo de una capsula inyectival . . . . . .. ... ... ... 58
16.6. Generadores y Cogeneradores de R-Mod| . . . . . ... ... ... 61
7. Moddulos Artinianos y Noetherianos| 67
[7.1. Modulos Artinianos y Noetherianos|. . . . . . .. ... ... ... 67
[7.2. Descomp. Mddulos inyectivos sobre Noeth. y Art.|. . . . . . . .. 72

11



[9. Anillos y Modulos Semisimples|

9.1. odulos Semisimples|. . . . . .. ... o000

19.2. Radical y Zoclo| .

(11.Anillos Perfectos|

[L1.1. Modulos semiperfectos| . . . . . ... ..o

11.2.

Indice]

evantamiento de

escomposiciones| . . . . . .. .. ... ...

75
(0]
78
79

83
83
89

103
103
109
110
113

117
117
120
127

132



Notacion

R[Il, ...,Z‘n]
R-Mod
R-Simp

rM (resp. MR)

N<M

N<M

M, (R)
M/N

Sub(M)
0(X)

(N :z)

Hompg(M, N)

Numeros naturales.
Numeros enteros.
Numeros racionales.
Numeros reales.
Numeros complejos.
Nimeros médulo n.
p-Grupo de Priifer.
Categoria de grupos abelianos.
Anillo opuesto.
Anillo de polinomios en identerminadas 1, ..., z,, con coeficientes en R.
Categoria de R-médulos izquierdos.
Conjunto de representantes de clases de isomorfismo de R-médulos simples.
M es un R-médulo izquierdo (resp. derecho).
N es submédulo de M.
N es subméddulo propio de M.
Anillo de matrices de n X n con coeficientes en R.
Moédulo cociente.

Conjunto de submédulos del médulo M.
Submoédulo generado por el conjunto X.
Trasladado por la izquierda de xz a N.
Trasladado por la izquierda de L a N.

Ideal anulador izquierdo de x.

Zoclo del médulo M.

Radical del médulo M.

N es superfluo en M.

N es esencial en M.

Suma directa de copias del médulo M indicadas en el conjunto I.
Producto directo de copias del médulo M indicadas en el conjunto 1.
Cépsula inyectiva del médulo M.

Suma directa de los médulos M y N.

Producto cartesiano de A y B.

Suma directa.

Producto directo
Coproducto.

Conjunto de R-morfismos de M en N.
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Conjunto de endomorphimos del R-médulo M.
Morfismo identidad del médulo M.
Monomorfismo.

Epimorfismo.

Inclusion.

Nucleo del morfismo .

Imagen del morfismo ¢.

Producto tensorial de los médulos M y N sobre el anillo R.
Contcleo del morfismo ¢.

Morfismo multiplicar por x por la izquierda.
Supremo del conjunto X.

Infimo del conjunto X.

Marco de conjuntos abiertos del espacio topolégico X.
Objetos de la categoria C.

Morfismos en la categoria C entre los objetos A y B.



Capitulo 1

Definicion de R-Modulo

Definicién 1.0.1. Un anillo con uno es una quinteta (R, +,*,0,1) donde R es
un conjunto y se satisface lo siguiente:

1. (R,+,0) es un grupo abeliano
2. (R, *,1) es un monoide

3.rx(s+t)=rxs+r=t
(s+t)xr=s*r+txr

Definicién 1.0.2. Si R y S son anillos con uno, una funciéon ¢ : R — S es un
morfismo de anillos si:

L o(r+s) = @(r)+e(s)

2. p(rs) = p(r) = ¢(s)

3. p(1r) = 1s

A partir de aqui R denotard a un anillo asociativo con uno

Definicién 1.0.3. Sea (M, +,0) un grupo abeliano. Un endomorfismo de M
es un morfismo de grupos abelianos ¢ : M — M. Denotemos Endz (M) = {¢ |
 endomorfismo de M}.
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Sean ¢, € Endz (M).

O M— s M —p: M—sM
s (z) + 9 (2) T —¢(2)
0 M—— =M poh: M—sM
R ¢ (¢ ()
lar M M

T————>x
Entonces (Endz (M), F,0,0, 1M> es un anillo.

Definicién 1.0.4. Sea R un anillo. La pareja (M, \) es un R-mddulo izquierdo
denotado pM, si (M, =+, 6) es un grupo abeliano y A : R — Endz (M) es un
morfismo de anillos y se satisface lo siguiente:

1. VreR
A(r): M—>M

x> A (r) (z) :==rax
es un endomorfismo.

2. A7+ 5) = A1) FA(s)

Vee M Ar+s)(@)=A(r)(x)+A(s) (z) == (r+s)z =ra+sz
3. A(rxs)=A(r)oA(s)

Vee M X(rxs)(x)=X(r)(A(s)(x)) = (r*s)x=r(sx)
4. N(1g) =Idy

Vee M A(1g)(x) =x:=1lgx =2

Ejemplo 1.0.5. (1) Como ejemplos béasicos de R-médulos estén los siguien-
tes. Tomemos

©: R ——>Endz (Ry)

r———(r): Ry Ry

z——p(r)(z) =1z



donde Ry es la parte aditiva del anillo (R, +,0). Con esta ¢ tenemos que
R es un R-moddulo sobre si mismo rR.

() Si R=7Zy S es un anillo existe un tnico morfismo de anillos

Z S

14 1g

n——=1lg+1s+ ..+ 1g(n veces)

Comon =1+1+...41 el morfismo es nico por que ya esta determinado
en 1.

Si M es un grupo abeliano

A 7 —— Endz(M)

nt——>A(n) : M

x> A(n)(z) := nx
Como A es tnico y A(n)(z) = (Idpyr + ... + Idpy)(z) = z + ... + 2 := na,
entonces todo grupo abeliano es un Z-maédulo.

Es posible dar otra definicién de R-mdédulo izquierdo, enfocandonos sélo en
la accion del anillo R en el grupo abeliano M.

Definicién 1.0.6. Sea R un anillo y (M, +,0) un grupo. Si existe una accién

RxM——M

(ryx) ——rz
que cumple:
1. r(z+y) = ra+ry
2. (r+s)xr=ratsz
3. (rxs)x=r(sx)

4. lx ==z
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se dice que M es un R-médulo izquierdo, denotado p M.

Observacion 1.0.7. En la definicién anterior no se pide que M sea un grupo abe-
liano porque la conmutatividad de la operacién + se deduce de las condiciones
de la accién de R en M.

Demostracion. Sean a,b € rM.

(14 1)(a+b) = (1 + 1)(a+d)

atbtat+b=(14+1)a+(1+1)b
a+b+a+b = atat+b+b

O

Ejemplo 1.0.8. (1) Sea K un campo. Entonces todo espacio vectorial sobre

(1)

(111)

K es un K-moédulo.

Q
R R

&%) 2

Sea R = C(R,R) el anillo de funciones continuas de R en R, con producto
la composicién de funciones. Sea X un espacio topologico y sea C(X,R)
las funciones continuas de X en R.

Sea g € C(X,R) y f € R entonces fog € C(X,R). Con esta operacién
C(X,R) es un R-médulo izquierdo.

Considremos el anillo R = ( ) con las operaciones de matrices. En-

tonces

Son R-mdédulos izquierdos.

Sean Ry S anillos y sea f : R — S un morfismo de anillos. Con el
morfismo f podemos darle estructura de R-moédulo izquierdo a S de la
siguiente manera:

Como S es un anillo, en particular es un grupo abeliano. Ahora si r € R
y s € S definimos r - s = f(r)s.

A esta estructura que le damos a S se le llama restriccion de escalares.



Capitulo 2

Submoddulos y Cocientes

2.1. Submoddulos

Definicién 2.1.1. N C M es un submddulo de gM si N es un subgrupo de M
yVre RyVe € N rz € N ylo denotaremos N < g M

Ejemplo 2.1.2. (1) Para todo R-médulo gM, {0} < gM y M < gpM.
(1) En gR, I < gR si I es un ideal izquierdo de R

Definicién 2.1.3. Un médulo M es simple si sus unicos submédulos son los
triviales, es decir, 0 y M.

Ejemplo 2.1.4. (1) Sip es un nimero primo entonces los Z-médulos Z, son
simples.

(1) Si M, (K) es el anillo de matrices cuadradas de nxn con coeficientes en un
anillo con division (por ejemplo un campo) entonces para cada 1 <1 <n

S1 = {(a;j) € My (K) | a;; = 0 para todo j # }
es simple como M, (K)-médulo.

Definicién 2.1.5. SSiAC Ry X C M, AX = {a1z1Fasze+..Fanz, | a; €
Az; € X n € N} es el conjunto de combinaciones lineales de Ay X.
Sip#X C My M esun R-médulo izquierdo entonces RX < pM

Proposicion 2.1.6. Sea ¢ # N C rM. Son equivalentes:
(a) N<gpM
(b) RN =N
(¢) Ya,b€ R yVz,y € N, ax+by € N

Demostracion. A partir de este momento denotaremos + simplemente por +.

(a)=(b). Es claro que N C RN ya que todo elemento de N es una combi-
nacién lineal en RN. Ahora sea z € RN entonces z = a1x1 + aox2 + ... + a, T,
cona; € Ry xz; € N como N < pM entonces a;x; € Ny a;x; + a;41241 € N
por lo tanto a1z + ... + apx, € N asi RN C N demostrando 2.

5
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(b)=(c). Sean a,b € Ry x,y € N entonces ax + by € RN y por 2, tenemos
que RN = N. Asi que ax + by € N.

(¢)=(a). Tomemos a =b=1y z,y € N. Entonces z +y € N por & Ahora
seab=0,y=0ya€ Ryx¢& N, entonces ar € N. Por lo tanto N < pM. O

Observacion 2.1.7. Si {N4}aecx es una familia de submédulos de g M entonces
(M{Nal}acx es un submodulo de M.

Demostracion. Si 2,y € (\{{Natacx v a,b € R entonces z,y € N, Va € X asi
que ax + by € N, para todo o € X. Por lo tanto az + by € (1 {Na}acx- O

La proposicién anterior nos dice que existe el menor (con respecto a la in-
clusién) submodulo de g M que contiene a X al cual se le llama el generado por
X y se denota £(X).

Definicién 2.1.8. Una reticula (L,<,A,V) es un COPO (conjunto parcial-
mente ordenado) con orden < donde cada pareja de elementos x,y € L tiene
supremo denotado x V y e infimo denotado x A y. Decimos que una reticula es
completa si todo subconjunto X C L tiene supremo \/ X e infimo A X.

Ejemplo 2.1.9. (1) Sea X un conjunto y P(X) el conjunto potencia de X.
Entonces P(X) es una reticula completa, donde el orden estd dado por la
contensién de conjuntos y el supremo e infimo son la union y la inteseccién
de conjuntos respectivamente.

(11) Sea X un espacio topoldgico. Denotemos por O(X) al conjunto de sub-
conjuntos abiertos de X. Entonces O(X) es una reticula completa donde
el orden estd dado por la contension y el supremo e infimo quedan descri-
tos por la union y tomar el interior de la interseccién de una familia de
conjuntos abiertos respectivamente.

Observacion 2.1.10. Denotemos Sub(gM) := {N | N < gM}. Entonces Sub(rM)
es una reticula completa donde < esta dado por C. Ademds, dada una fami-
lia de submédulos de RM, {N,}acx, €l infimo de la familia estd dado por

Naex No = Naex Na v el supremo por \/ v No = UUqyex No)-
Demostracion. Ejercicio. O

Lema 2.1.11. Sea ¢ : R — S un morfismo de anillos suprayectivo y sea sM un
S-modulo. Entonces M es un R-modulo y las reticulas de submodulos coinciden.

Demostracion. Sea gM un S-modulo. Sean m € M y r € R, definimos rm :=
p(r)m. Con esta operacién M es un R-mdédulo.

Claramente si gIN < gM, entonces gkN < rM. Ahora si gL < rM, dado
s€ SyleLentonces sl =rl € L donde r € R es tal que ¢(r) = s. Esto da
una biyeccion entre Subr(M) y Subg(M). O

Lema 2.1.12. 1. Si X CY C pM entonces £(X) < {(Y).

2. U(¢) = {0}
3. 0(X) = RX



2.1. SUBMODULOS 7

Demostracion. 1y 2 Son claras.

3. Como RX < pM y X C RX, ¢(X) C RX por que ¢(X) es el menor
submédulo que contiene a X. Ahora si a1,...,an € Ry z1,...,x, € X entonces
a1y + ... + apx, € £(X) asi que RX C ¢(X). O

Observacion 2.1.13. Por el lemma anterior tenemos que

€<U Ma> ={x1+ ...+ x|z € My,}

aeX
el cual denotamos por ) . x Ms. Por lo tanto, \/ ,cx Mo = > cx Ma.

Lema 2.1.14. Si H, K, L son submddulos de gM entonces
HN(K+L)>(HNK)+(HNL)

Demostracion. Tenemos que HN K < Hy HNK < K < K + L también
HNL<HyHNL<L<K+Lentonces HNK<HN(K+L)yHNL<
HnN(K+ L) porlotanto (HNK)+ (HNL)<HN(K+L). O

Observacion 2.1.15. Notemos que la igualdad en la observacion anterior no es
cierta en general. Consideremos R? como R-médulo. Sean H = {(z,0) | € R},
K ={0,y) |y € R} y L = {(z,z) | v € R}. Es claro que H,K y L son
submédulos de R? y HN(K+L) = HNR? = H. Por otro lado (HNK)+(HNL) =
0+0=0.

Lema 2.1.16 (Ley Modular). Sean H,L, K submddulos de gM. Si K < H <
rM entonces

HN(K+L) =K+ (HNL)

Demostracion. 2] Es la Observacic')n

ClSeaxz € HN(K+ L) entoncesz € Hyx=k+lconke Kylel
entonces | = x —kycomo k € K < Hyx € H=1¢€ H por lo tanto
x € K+ (HNL). Quedando demostrada la Ley Modular. O

A partir de este momento denotaremos g M simplemente por M siempre y
cuando esté claro sobre que anillo estamos trabajando.

Definicién 2.1.17. Sea M un R-moédulo.
1. Decimos que X C M genera a M si RX = M.
2. Si X genera a M y X es finito, decimos que M es finitamente generado.
3. Si X = {z} y genera a M, decimos que M es ciclico M = Rz.
Ejercicio 2.1.18. Probar que cualquier submodulo f.g. de zQ es ciclico.

Proposicién 2.1.19. Un mddulo M es finitamente generado (f.g.) si y solo si
para cada familia {M;}icr de submddulos de M tales que ;. M; = M, existe
F C I finito tal que M =3, p M.
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Demostracion. Supongamos que M es f.g. entonces M = RX para algin X C
M finito. Notemos que RX = Rx; + Rxo + ... + Rxp,. Si M = Ziel M; en-
tonces para cada i € {1,...,n}, x; estd en una suma finita de submddulos en
la familia {M;}, ;. Entonces X = {x1,...,2,} estd incluido en una suma fini-
ta de submédulos {M;}, .. Asi se tiene que M C 37, p M; C 370 f M; © M.
Reciprocamente tenemos que M = ), Rm entonces existe X = {x1,...,z,} C
M tal que M =>"" | Rx; = RX por lo tanto M es f.g. O

Definicion 2.1.20. Decimos que N < M es mdzimo en M si N < M y siempre
que N < L < M se tiene que L = M.

Proposiciéon 2.1.21. Son equivalentes para N < M :
(a) N es mdxzimo en M.
(b) Sim ¢ N, entonces N+ Rm =M

Demostracion. (a)=-(b). Sup. que m ¢ N entonces N < N + Rm y como N es
maximo entonces N + Rm = M.

(b)=(a). Supongamos que N < L < M como N < L tomamos m € L — N
entonces N + Rm = M por hipétesis, pero N + Rm C L entonces L = M. [

Teorema 2.1.22. Si gM es finitamente generado entonces todo submddulo
propio de gM estd incluido en un submddulo mdximo.

Demostracion. Sea K < M submoddulo propio de M, entonces existe un con-
junto {x1,...,z,} de M tal que M = Rxy + ... + Rz, + K y podemos suponer
que n es el minimo.

Sea L = K+Rxo+..4+Rx,y L < M.SeaP={N<gpM|N#M NL<M}
que es no vacio ya que L € P. (P, C) es un COPO.
Notese que un submédulo de M, T, que incluya a L, no estd en P si y solo si
zy €T.

Sea C' = {Na},cx una cadena en P no vacia, y sea V = JC.
Sean a, b€V, r,s € RPD.ra+sbeV

Sia,b €V entoncesa € N; p.a.i € X ybe N; p.a. j € X ycomo
N; € Nj o N; € N; por ser C una cadena entonces a,b € N; 0 a,b € N; asi que
ra+ sb € N; o ra+ sb € N; por lo tanto ra + sb e V.

Como x1 ¢ N, Va € X entonces z1 ¢ V asi que V' € P, por el lema de Zorn
P tiene elementos maximos.

Sea N méximo en P, si N < S < M entonces z1 € S ya que de lo contrario
S estaria en P contradiciendo la maximalidad de N, por lo tanto S = M. O

Corolario 2.1.23. rR tiene mdzimos.
Corolario 2.1.24. Si M es f.g. entonces tiene mdximos.

Observacion 2.1.25. Sea X C 7Q X generador, es decir, ZX = z;Q y sea rg € X
PD. Z(X — {zo}) = 2Q

Demostracion. 3 € 7Q entonces 3 = zxo + Zm#ro 2iT; =

To = 2zx0 + in#wo 2z;x; = (1 — 22)xg = Zx#wo 2zi%;

sean=1—2z= nry= Zlﬁéwo 2z;x; Ahora 2 = 2'xg + Zwﬂéwo ZjT; =

xo = nz'xg + Zwﬁéxo nzry = o =2'3 . 4. 22T + Zwﬁéxo nz;x;

- Zxksﬁxo ZkTk

por lo tanto Z(X — {z¢}) = zQ. O
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Entonces todo generador de zQ es infinito y al quitarle un numero finito de
elementos, sigue generando.

Observacion 2.1.26. zQ no tiene submoédulos maximos.
Demostracion. Ejercicio O
Definicién 2.1.27. Sea {N,}
L Y ex Na=M
2. Na N} 54, Nj =0 para todo o € X

acx C Sub (M) si:

decimos que M es la suma directa de la familia {Na},cx v lo denotamos como

Daex {(No}

Proposicién 2.1.28. Son equivalentes para M =3 .y Nq
(&) Na N 5., Nj=0 para todo o € X;

(b) todo elemento m € M se escribe de manera inica como m = ng, +...+Ng,
con ng, € Ny, .

Demostracion. Supongamos el inciso 2. Sea m € M tal que m = aq, + ... + aq,
ym = by, + ... 4+ by, con as,,bs, € N,, dos representaciones distintas de m.
Tomemos ao;, € No,. Entonces an; = bay, + ... + ba, — @a; — .. — @q, con
k # j. Agrupando términos que estén en el mismo submddulo, nos da que
ag; € Nojy N 267&% Ng, contradiciendo 2. Por lo tanto m se escribe de manera
tnica. Reciprocamente si N, N ZB#@ N3 # 0 tomemos un elemento n, en la
interseccion. Asf, no = ng, + ... + ng, con ng, € Ng, y ; # a. Pero esto
contradice que todo elemento de M se escriba de manera unica. Por lo tanto,
ng = 0. O

Definicién 2.1.29. Sea M un médulo. Decimos que M satisface la condicion
de cadena ascendente (c.c.a) (resp. satisface la condicion de cadena descendente
(c.c.d)) si toda cadena Ny < Ny < --- (resp. Ny > Ny > ---) de submdédulos
de M se estaciona.

Lema 2.1.30. Si un R-mddulo satisface c.c.d. en submddulos ciclicos, entonces
satisface la c.c.d. en submddulos f.g.

Demostracion. Primero veamos que para cualquier médulo M, la familia T"
{N < M | N satisface la c.c.d. para f.g} tiene elementos méximos. Sea C
{N;}; una cadena de elementos en I', y consideremos |JC. Sea L1 > Lo
L3 > --- una cadena descendente de submédulos finitamente generados de |JC.
Supongamos que L estd generado por [y, s, ..., l,,. Entonces, para cada 1 < i <
n, l; € N;; para algun ji € I. Como C es una cadena podemos tomar el mayor
entre {Nj1,...,N;,}, digamos N. Asi, l1,....,l,, € N y por lo tanto Ly < N.
Como N €T, entonces la cadena L1 > Ly > L3 > --- se estaciona. Por lo tanto
JC €T. Por el Lemma de Zorn, I' tiene elementos méximos.

Supongamos que M es un moédulo que satisface la c.c.d. para submédulos
ciclicos y sea A un submdédulo maximo en I'. Si A = M, tenemos el resultado.
Supongamos que A # M. Entonces el conjunto A = {Rm < M | Rm ¢ A} # 0.
Por hipdtesis, A tiene elementos minimos. Sea Rmg un elemento minimo en A.
Pongamos Uy = A+ Rmg. Afirmamos que Uy estaenT'. SeaUy > Uy > Uy > - - -

AVANI



10 CAPITULO 2. SUBMODULOS Y COCIENTES

una cadena descendente de submédulos f.g. Si U; esta contenido en A para algiun
1, terminamos. Si U; no esté contenido en A para cada 4, existe un ciclico Rm; <
U; minimo con la propiedad de que Rm; ¢ A. Tenemos que Uy = A + Rmy.
Supongamos que tenemos que U, = A, + Rm, con A > --- > A, > A, para
n > 0. Como my41 € Upy1 < U, tenemos que A, +Rmy,+1 C A, + Rm,, = U,.
Como myy1 € Uy, existen a € A, y r € R tales que my, 11 = a + rm,. Como
Mpt1 # A, rm, # A. Por la minimalidad de Rm,, se tiene que Rrm, =
Rm,,. Esto implica que existe ¢t € R tal que trm,, = m,. Entonces, tm, 11 =
ta + trm,, = ta + m,,. Por lo tanto m,, € A, + Rmy41 y asi 4, + Rmy 11 =
A, + Rmy, = U,. Sean z1, ..., xy generadores de U,,;1. Por lo anterior, podemos
escribir £; = a; + rjmp41 con a; € A, y r; € R para 1 < j < /. Definamos
Ap+1 = Rag + -+ Ray. Entonces U1 = Apy1 + Rmpy1 y Ap > Apqq. Por
induccién tenemos una cadena descendente A > A; > Ay > --- de submddulos
f.g. de A. Por la propiedad de A, esta cadena se estaciona, digamos A,, = A, 4+«
para todo k& > 0. Por lo tanto, U, = A, + Rm,, = A, + Rmpy+1 = Aps1 +
Rmy, 11 = Upy1. Lo que implica que la cadena Uy > Uy > Uz > - - - se estaciona
y entonces Uy estd en I'. Esto es una contradiccién y por lo tanto A = M. O

2.2. Cocientes

Sea gM un R-médulo y N < M definimos la siguiente relacién de equiva-
lencia en M: Sean x,y € M. Decimos que x y y son congruentes modulo N
(x =y(N)), siysolosix—yeN.

Observacion 2.2.1. = (N) es de equivalencia.
Demostracion. Ejercicio. O

Para x € M consideremos su clase de equivaliencia Z. Entonces
T={yeM|z=y(N)}={yeM|y=z+npaneN}={x+n|neN}.

Asi que denotamos a la clase de equivalencia de x por z + N y denotamos al
cociente de esta relacién por M/N :={x + N |z € M}.

Podemos definir en M/N las siguientes operaciones: Sean y + N,z + N €
M/NyreR

(z+N)F(y+N):=(x+y)+N
rfe+ N):=rz+ N

Observacion 2.2.2. Con las operaciones anteriores M /N es un R-médulo.

Demostracion. Ejercicio O

Proposicion 2.2.3. Sean M un R-mddulo y N < M. Entonces existe una
biyeccion entre los submddulos de M que contienen a N y los submddulos de
M/N.
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Demostracion. Sea Sub(M)/N :={L < M | N C L}. Definimos:

o Sub(M)/N —— > Sub(M/N)

H—— s H/N={h+N|heH}

fr: Sub(M/N) Sub(M)/N

T

{reM|z+NeT}=fNT)

Siz,ye€ fi(T)entonces zt+ N,y+ NeT = (z+N)+(y+N)eT =
(x+y)+ N €T porlotanto z +y € f(T) ysir € R entonces rz + N =
r(x+ N) €T por lo tanto rz € fX (T)
Por lo tanto fx (T) € Sub(M) /N.

Afirmamos que f5, es biyectiva.
Veamos que fn o fi = Idsup/ny Y N © In = Idsup(ary/N-
Sea T € Sub(M/N) entonces fy o fn(T) = fn{zeM|z+NeT}) =
{reM|z+NeT}/N=T.
Ahora sea H € Sub (M) /N entonces f4 o fy (H)=fx (H/N)={xe M
|2+ N e H/NY = H. O

Corolario 2.2.4. Sen N < M. Entonces M/N es simple si y solo si N es
mdazximo en M.

Como RrR es f.g. entonces tiene maximos y por lo tanto siempre hay médulos
simples.

Proposicion 2.2.5. Sea M un mddulo finitamente generado y N < M. En-
tonces M/N es finitamente generado.

Demostracion. Supongamos que M es finitamente generado, con generadores
my,....,my, € M.Seax+ N € M/N. Se tiene que x = rymy +rama+- - +r,my,.
Entonces, z + N = (rimq +rema + -+ + rymy) + N = rimq + N + roma +
N+ - --4+r,m,+ N. Lo que implica que m; + N,mo + N, ..., m,, + N generan
a M/N. O

Observacion 2.2.6. En general, submodulos de médulos finitamente generados
no tienen por qué heredar la propiedad. Para ésto, consideremos el anillo

Z Q
n=(o ¢)
con las operaciones usuales de matrices. Es claro que g R es finitamente genera-

do. Pero el ideal izquierdo
_ (0 Q
=)
0q 0 aq

no lo es. Notemos que la accién de R en I estéd dada por (g2) (%) = (§%).
Es decir, estd determinada por la accién de Z en Q. Sabemos que zQ no es
finitamente generado (Observacién [2.1.25)), por lo tanto g/ tampoco.
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Capitulo 3

R-morfismos

3.1. R-morfismos

Definicién 3.1.1. Si gM y gN son R-moédulos una funcién ¢ : M — N es un
R-morfismo si:

Loo(@+y) =¢@) +ey)
2. p(rz) =re(x)
para todo x,y € M y todo r € R.

Observacion 3.1.2. ¢ es un R-morfismo de M a rN siy solo si ¢ (rz+y) =
ro(x) +¢(y) Yo,y e My Vr € R.

Ejemplo 3.1.3. (1) Para cualesquiera dos médulos M y N tenemos el mor-
fismo cero:
0: M——-N

m——0 Yme M
(1) Sea gN < gM y consideremos la funcién:

7 N——M

n———n Vne N

Si N = M, entonces i es la identidad denotada Idy;. Si N es propio en M
a i se le llama la inclusion candnica y se denotara con la flecha <.

() Si N < gpM, la funcién

T M —— M/N

mr———=m-+ N

13
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es R-morfismo al cual llamamos la proyeccion candnica. Para ver ésto,
seanx,y e M yreR

m(re+y)=(z+y)+ N=(z+N)+ (y+N)

=r(@+N)+(y+N)=rr (@) +7(y)

Lema 3.1.4. 1. Composicion de R-morfismos es un R-morfismo.

2. Sip: M — N es un R-morfismo biyectivo entonces la funcidn inversa de
¢ es un R-morfismo dado por ¢~ (x) = u si p (u) = .

Demostracion. 1. Sean M, N,L R-médulos, ¢ : M — Ny v : N - L R-
morfismos z,y € M y r € R entonces

Vo (re+y) =v¢ (re(z) + ¢ (y) =rde (@) + e (y)
2. Supongamos que ¢ es biyectiva con inversa ¢ ~'. Entonces
e+ 1) = o Hree) + ¢(y) = ¢ He(re +y)) =rz+y
=71~ (n) + (1)
O

Observacion 3.1.5. Sea ¢ : M — N un R-morfismo. Usaremos el termino mo-
nomorfismo para referirnos a que ¢ es inyectivo y usaremos el termimo epi-
morfismo si @ es suprayectivo. Los terminos monomorfismo (resp. epimorfismo)
y morfismo inyectivo (resp. suprayectivo) no son sinénimos, sin embargo mas
adelante en el capitulo 4 daremos la justificacién de éste uso indistinguido.

Definicién 3.1.6. Sea ¢ : M — N un R-morfismo. Si ¢ es biyectivo, es decir,
inyectivo y suprayectivo lo llamamos isomorfismo. Decimos que M es isomorfo
a N y lo denotamos M = N si existe un isomorfismo ¢ : M — N.

Ejemplo 3.1.7. Consideremos Z como Z-moédulo y sea 0 # n € Z. Entonces
7 = nZ donde el isomorfismo estda dado por x +— nz.

Lema 3.1.8. Sean M, N y L R-ddulos. Entonces

1. M=M.

2. si M = N entonces N = M.

3. si M =N yN =L entonces M = L.
Demostracion. Ejercicio. O
Lema 3.1.9. Sea ¢ : M — N R-morfismo, U < M yV < N entonces:

1. p(U) < N.

2.9 N (V)<M
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Demostracion. 1. Sean z,y € U y r € R entonces ¢ = ¢ (u1) y y = ¢ (uz) con
up,ug € U asi re +y = rp(ur) + ¢ (u2) = ¢ (rus +uz2) € ¢ (U) por lo tanto

pU)<N.
2. Sean z,y € ¢ (V) y r € R entonces p(z) € V 'y ¢(y) € V asi que
o(rz+y)=rp(z)+¢(y) €V por lo tanto rx +y € p=1 (V). O

Definicién 3.1.10. Sea ¢ : M — N es un R-morfismo.

1. El nicleo de ¢ se define como:

Kerp = 7' ({0}) < M.

2. La imagen de ¢ se define como:

Imp =@p(M)={n€ N |n=p(m) para algin m € M}.

3. El conicleo de ¢ se define como:

Coker ¢ = N/Im .

Lema 3.1.11. Sea ¢ : M — N un R-morfismo.
1. SiU < M, entonces ¢~ ' (p (U)) = U + Ker ¢.
2. SiV <N, entonces ¢ (¢~ (V)) =V NIme.
3. SiY: N — L es un R-morfismo, entonces:

a) Kervyp = o~ (Ker)).
b) Tm gy = 9(lm ).

Demostracion. 1. Sea z € o1 (¢ (U)), es decir, ¢ (z) € ¢ (U). Entonces existe
u € U tal que p(u) = ¢(x) y asf u —x € Ker . Por lo tanto x = 2 + (u — ) €
U + Ker ¢. Reciprocamente, si x € U + Ker ¢, entonces ¢ = u+ k con u € U
y k€ Kerp. Asf p(z) = p(ut+k) = (u) +¢ (k) =¢(u) +0=p(u)lo que
implica que ¢ (z) € ¢ (U). Por lo tanto z € p~! (¢ (U))

2.Siy € (et (V)) entonces y = ¢(z) para algin z € ¢! (V), lo que
implicaquey = ¢ (z) € V. Porlotantoy € Impyy € V,esdecir,y € VN Imp.
Reciprocamente, si y € V NImy entonces y € V' y y = ¢(x) para algin z € M.
Entonces z € ¢! (V) y por lo tanto y € ¢ (¢! (V)).

3a) x € Kerpp & Yy (z) =0 ¢ (1) € Kerp & x € o1 (Ker).

B)relmpp Sx=vp(y)p.ayeMoezeci(o(y) e xe(Imyp).

O

Proposicion 3.1.12. Son equivalentes para un R-morfismo ¢ : M — N:
(a) ¢ es inyectiva.
(b) Kerp =0

Demostracion. (a)=-(b). Sea x € Ker ¢ entonces ¢ (z) = 0 pero también ¢ (0) =
0 por ser ¢ R-morfismo y como ¢ es inyectiva entonces x = 0.

(b)=(a). Si ¢ (x) = ¢ (y) se tiene que ¢ (x — y) = 0 entonces x —y € Ker ¢ por
lo tanto = y y ¢ es inyectiva. O
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Proposiciéon 3.1.13. Son equivalentes para un R-morfismo ¢ : M — N:

(a) ¢ es suprayectiva.

(b) Coker(y) =0
Demostracion. Solo hay que notar que ¢ es sobre si y sélo si Imyp = N si y sélo
si N/Imep = 0. O
Corolario 3.1.14. Sean A,B,C, y D R-mddulos. Si el cuadrado

A—2~B

P,k

0*5>D

es conmutativo con vy sobre y 3 inyectivo, entonces:
1. ITma = B~ H(Im})
2. Kerd = v(Ker «)

Demostracion. 1. Por el Lema Imdy = §(Imy) = §(C) = Imd pero
también tenemos que Imdy = Im Ba = S(Im«) por lo tanto Imé = S(Im «)
entonces 3~ 1(Imd) = B~ 1A(Ima) = Ima

2. Usando el Lema KerBa = a~!(Ker8) = a~1(0) = Kera pero
Ker Ba = Ker §y = v~ }(Ker d) asf que Ker v = v~ (Ker §) entonces v(Ker a) =
vy~ (Ker §) = Ker é. O

Proposicién 3.1.15. Si¢: A — B es un R-morfismo, {A;}icr es una familia
de submddulos de A y {B;}jecs es una familia de submddulos de B, entonces:

1oy (Ziel Ai) = Zie[ o (4A).

2. 0 (N Bi) =N -1(B;).
¥ jedJ I ]eJ‘p 7

3. ZjeJQO(Bj) Cot (ZjEJ B_j)- Si B; C Imy para todo j € J, entonces
se da la igualdad.

4o 0 (Mier Ai) € Nicr ¢ (As). SiKeryp C A; para todo i € I, entonces se da
la igualdad.

Demostracion. 1. x € ¢ (Ziel Al-) Sar=¢(T1+..+2m) conzy € A &
T=¢ @)+ ... +o(@in) Sr eI 0 (4)

2.x €@t (mjeJBj> & ¢ (x) €(Njes Bj © ¢ (z) € Bj para todo j € J &
z € (Bj) paratodo j e J &z e, 0" (B))

3T €Yy 0 YBj) & x=xj1 + ... + Tj, con xj; € ¢ ' (Bj)) entonces
o(x) = p(zj1) + ... + o(zjn) con o(z;i) € B asi que p(x) € ZjeJ Bj lo que
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implica que x € cpfl(zjej Bj). Ahora, si suponemos que B; C Im ¢ para toda
j € J tenemos que

e DB | =0 [ DoBinIme) | =07 [ D e (e (B)))

JjeJ jeJ JjeJ

= oD B | | =D ¢ (B) +Kerp=> o' (B)).

jeJ jeJ jeJ

4w € 9((N;er Ai) & = = p(y) con y € [),c; Ai entonces x € p(A;) para
toda i € I, por lo tanto = € (,c; ¢(A;). Ahora, si suponemos que Kerp C A;
para toda ¢ € I tenemos que

(02 =) ree) o o)

= (w‘l (ﬂ w(&))) = [ e(4) NIme = () (4.

i€l icl icl

3.2. Teoremas de Isomorfismo

Teorema 3.2.1. Todo R-morfismo ¢ : M — N se puede factorizar como p =
p1p2 donde w1 es monomorfismo y 2 €s epimorfismo.

Demostracion. Tomemos el médulo M/Kerp y w2 =1 : M — M/Keryp la
proyeccién canénica. Definimos ¢1 : M/ Kerp — N como ¢1(m + Kerp) =
©(m). Notemos que

m+Kerp=m'+Kerpem-—m'eKerps om—m')=0

& p(m) —p(m') =0 & p(m) = p(m).
Por lo tanto ¢y estd bien definida y es inyectiva. Ademds, 1 es R-morfismo ya
que @1(r(m + Kerp) + (n + Kerg)) = ¢1((rm +n) + Kerp) = o(rm + n) =
ro(m) + p(n) = re1(m+Ker ¢) + ¢1(n+ Ker ). Mds atn, como Im ¢ = Im ¢
se tiene que ¢ es epi si y solo si p; es un isomorfismo. O

Teorema 3.2.2 (ler Teorema de Isomorfismo). Si ¢ : M — N es un R-
morfismo entonces M/ Ker ¢ = Im .

Demostracion. Por el Teorema [3.2.1] O

Teorema 3.2.3 (2do Teorema de Isomorfismo). Sean H,K < M. Entonces
(H+K)/K=H/(HNK).

Demostracion. Tomemos f : H — (H + K)/K definida como f(h) = h + K.
Entonces Kerf = {h € H | h+ K = K} = HnN K. Por ler Teorema de
isomorfismo (Teorema (3.2.2) (H + K)/K = H/(H N K). O
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Teorema 3.2.4 (3er Teorema de Isomorfismo). Sean K < L < M. Entonces
M/L=(M/K)/(L/K).

Demostracion. Tomemos f: M/K — M/L definida como f(m + K) =m + L.
Notemos que

m+K=m'+Kem-meK=m-m"eLem+L=m+L.

Por lo tanto f estd bien definida y es sobre. Ademds m + K € Ker f < f(m +
Ky=Lem+L=L&meLasiqueKerf={m+K|meL}=L/K.Por
el ler Teorema de isomorfismo (Teorema [3.2.2) M/L = (M/K)/(L/K). O

Corolario 3.2.5. 1. Si M = N & L entonces M/N = L.
2. M es ciclico < M es cociente de R.

Demostracion. 1. M/N 2 (N® L)/N 2 L/(NNL)=L/0% L.

2 =. Supongamos que M = Rx para algin x € M. Consideremos el R-
morfismo (--z) : R — Rz multiplicar por x por la izquierda. Por el ler Teorema
de isomorfismo (Teorema [3.2.2) M = Rz = R/ Ker(-- z).

3 <. Si M = R/I para algtn ideal izquierdo I de R, entonces R(14+1) = R/I.
Por lo tanto M es ciclico. O

Definicion 3.2.6. Dado un médulo M is x € M, el anulador de x se define
como Ker(_-z) = {r € R|rz =0} y lo denotaremos (0 : x).

Lema 3.2.7 (Zassenhaus). Sea M un R-mddulo y U,U',V,V' < M tales que

U'+(UNV) ~ V'+UNV)
U'SUSMyV' <V <M entonces grgavy = vaomv) -

Demostracion. Tenemos que U NV’ < U N V. Entonces

U+U0UnvVv) OUnWV)+U+U0UNnV")) unv

U+unvy U+ Unv) Unv)nU +WUnv)’
por el 2do Teorema de isomorfismo. Pero por la ley modular

UnNV)NU'+0UNVY=0UnvnU +0UnV' =vnU +unV".

unv. _ Un
oUnv)NU’+UNV’) — vnU'+

Por lo tanto gn\//' Anélogamente se tiene que

Vi+unv) o unv
Vi+U'NV) VInu+UnV’

Proposicion 3.2.8. Sea ¢ : M — N un R-morfismo.

1. Sea a: M — M’ un epimorfismo tal que Ker ov C Ker . Entonces existe
un unico R-morfismo B : M' — N tal que ¢ = Sa.

2. Sea v : N' — N un monomorfismo tal que Im ¢ C Im~. Entonces existe
un unico § : M — N’ tal que o = 8
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Demostracion. 1. Definimos 8 : M" — N como f(y) = ¢(z) si a(x) = y.Notemos
que si ax) = a(z’), entonces x — 2’ € Kera C Kerp. Asi que ¢(z) = ().
Por lo tanto 8 esta bien definida. Ahora, veamos que 8 es un R-morfismo.
Sean y1,y2 € M’ tales que a(z1) = y1 y a(z2) = y2 y sea r € R. Entonces
rB(y1) + B(y2) = re(z1) + p(x2) = @(re1 + x2). Como a(rzy +x2) = ryi +yo,
Blryr + y2) = o(rzy1 + x2) = rB(y1) + B(y2). Por la forma de definir 3, ésta es
tnica y ¢ = Ba. Ademdas 8 es mono si y solo si Kerao = Kery, y f es episiy
solo si ¢ es epi.

2. Definimos § : M — N’ como §(x) = y donde v(y) = ¢(z) Notemos que
si p(z) = v(y') entonces v(y) = v(v') & y — vy € Kery = {0} entonces y = ¢/'.
Por lo tanto § esta bien definida y es tnica. Claramente, 76 = ¢. Ademds J es
mono si y solo si ¢ es mono, y § es epi si y solo si Im ¢ = Im~. O

Definicién 3.2.9. 1. N < M se llama sumando directo de M, si existe
L<Mtalque N L=M

2. Decimos que un monomorfismo « : M — N se escinde si Ima es un
sumando directo de NN.

3. Decimos que un epimorfismo 8 : M — N se escinde si Ker 8 es un suman-
do directo de M.

Lema 3.2.10. Si el siguiente diagrama

N

M

™

es conmutativo, entonces:
1. Ima+Ker3 =7 1(Im\).
2. ImanKerf = a(Ker ).

Demostracion. 1. Im A = Im Ba = (Im «), entonces S~ (Im \)
=B 1(B(Ima)) = Ima + Ker 3.
2. Ker A = Ker Ba = o~} (Ker 3), entonces a(Ker \)
= a(a ! (Ker 8)) = Ker 8N Ima. O
Corolario 3.2.11. Con el diagrama del lema anterior.
1. Si X\ es un epimorfismo, entonces Ima + Ker 5 = N.
2. Si A es un monomorfismo, entonces Ima N Ker 8 = {0}.
8. Si X\ es un isomorfismo, entonces Ima @ Ker = N.
Corolario 3.2.12. Son equivalentes para o : M — N:

(a) « es mono y se escinde.

(b) Existe p: N — M tal que SBa = Idy
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Demostracion. (a)=-(b). Supongamos que « es un monomorfismo y que Im o ®
N’ = N para N’ < N. Sea ag : M — Ima la corresticcién de « a su imagen.
Como « es mono, oy es un isomorfismo. Sea p : N — Im « la proyeccién candnica
y sea 3 = agp. Entonces, para todo m € M se tiene que

Ba(m) = agpa(m) = agp(a(m)) = agla(m)) = m.

Por lo tanto Sa = Idy,.
(b)=(a). Por hipétesis tenemos el siguiente diagrama conmutativo

M=% s N

T

M

Por el corolario anterior N = Im « @ Ker 5. Ademads « es mono ya que Idy; es
mono. [

Corolario 3.2.13. Son equivalentes para v : N — L:
(a) v es epi y se escinde.
(b) Eziste § : L — N tal que vd = Idy,.

Demostracion. Ejercicio. O

3.3. Sucesiones Exactas
Definicién 3.3.1. Un complejo de cadena (de R-médulos) es una sucesion:

fi—2 fi—1 fi fit1
Mg —— M; | —— M; —— M;; | —— M;2...

tal que Im f; 1 C Ker f;.
Decimos que la sucesion es exacta si Im f;_1 = Ker f; para todo i € Z
Si la sucesién

0 A B C 0

es exacta decimos que es una sucesion exacta corta.
Observacion 3.3.2. Sea

f g

0 A B C 0

una sucesion exacta corta entonces:
1. f es monomorfismo
2. g es epimorfismo

Demostracion. Ejercicio. O
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Lema 3.3.3. Sea

ATt . g9 ¢

1! g
A/ B/ C/
conmutativo y con renglones exactos.
1. Siv,a, f' son monomorfismos, entonces 3 es monomorfismo.
2. Sia,7,g son epimorfismos, entonces 3 es epi.
3. Si B es monomorfismo y «, g epimorfismos, entonces y es monomorfismo.

4. Si B es epimorfismo y f',y monomorfismos, entonces a es epi.

Demostracion. 1. Sea b € B tal que S(b) = 0. Como el diagrama es conmu-
tativo entonces v(g(b)) = 0 pero v es monomorfismo entonces g(b) = 0, i.e.
b € Ker g = Im f. Entonces existe a € A tal que f(a) = b. Por la conmutatividad
del diagrama f'(a(a)) = B(f(a)) = B(b) = 0 pero a y f’ son monomorfismos,
asi que a =0y f(a) =0. Por lo tanto b =0y £ es un monomorfismo.

2. Sea z € B’ y tomemos ¢'(z) € C’. Como ~ es sobre existe ¢ € C tal que
v(e) = ¢'(x) y como g también es sobre existe b € B tal que g(b) = ¢. Entonces
v(g(b)) = ¢'(z) = ¢'(B(b)) ya que el diagrama conmuta. Tomemos x—((b) € B'.
Entonces ¢'(z — 8(b)) = 0, es decir, x — 5(b) € Ker g’ = Im f’ por lo que existe
w € A tal que f'(w) = x—B(b). Como « es sobre existe a € A tal que a(a) = w,
lo que implica 3(f(a)) = f'(a(a)) = f'(w) = x — B(b). Tomemos f(a) +b € B.
Asi B(f(a) +b) = B(f(a)) + B(b) = z — B(b) + B(b) = z. Por lo tanto S es un
epimorfismo.

3. Sea ¢ € C tal que y(¢) = 0. Como g es sobre existe b € B tal que g(b) = ¢,
entonces ¢'(8(b)) = v(g(b)) = 0 lo que implica que B(b) € Kerg’ = Im f'.
Asf que existe x € A’ tal que f'(z) = B(b). Como « es sobre existe a € A
tal que a(a) = z y asi f'(a(a)) = B(f(a)) = B(b) pero 8 es monomorfismo,
entonces f(a) = b. Entonces, 0 = g(f(a)) = g(b) = ¢ y por lo tanto v es un
monomorfismo.

4. Sea x € A’. Entonces ¢'(f'(x)) = 0. Como 5 es sobre existe b € B tal que
B(b) = f'(z). Ast v(g(b)) = ¢'(B(b)) = ¢'(f'(x)) = 0 pero v es monomorfismo,
loque implica que g(b) = 0, es decir, b € Kerg = Im f. Entonces existe a € A
tal que f(a) = b, lo que implica que f'(a(a)) = B(f(a)) = B(b) = f'(z) pero [’
es monomorfismo asi que a(a) = x. Por lo tanto « es un epimorfismo. O

Lema 3.3.4 (del quinto). Considere el siguiente diagrma conmutativo

f1 f2 f3 fa

A g1 B g2 o 93 D 94 Jo
con renglones exactos.

1. Si « es epimorfismo y 3,5 monomorfismos, entonces vy es un monomor-
fismo.
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2. Si e es monomorfismo y 5, son epimorfismos, entonces y es un epimor-
fismo.

3. Si € es monomorfismo, o epimorfismo y (3,0 isomorfismos, entonces y es
un isomorfismo.

Demostracion. 1. Sea ¢ € C tal que y(c) = 0. Entonces §(f5(c)) = g3(v(c)) =
93(0) = 0 pero ¢ es monomorfismo asi que f3(c) = 0. Entonces ¢ € Ker f3
Im fo por lo que existe b € B tal que fa(b) = c¢. Ahora, g2(8(b)) = v(f2(b)) =
v(c) = 0 entonces 3(b) € Ker go = Im g;. Asi, existe x € A’ tal que g1 (z) = B(
Como « es epimorfismo existe a € A tal que a(a) = 2. Tenemos que S(fi(a))
g1(a(a)) = g1(z) = B(b) pero S es monomorfismo, entonces f1(a) = b. Asi que
¢ = fa(b) = f2(f1(a)) = 0 y por lo tanto v es un monomorfismo.

2. Sea ¢ € C'. Entonces ¢4(g3(c’)) = 0. Como § es epimorfismo, existe
d € D tal que 6(d) = g3(c'),Asf, e(fa(d)) = 91(5(d)) = ga(gs(c’)) = 0 pero € es
monomorfismo, asi que fy(d) =0 i.e. d € Ker fy = Im f5. Por lo tanto existe
¢ € C tal que fy(c) = d y se sigue que gs(1(¢)) = 6(3(c) = 6(d) = gs(c).
Entonces g3(¢’ — v(c)) = 0 ie. ¢ —v(c) € Kergs = Imgy por lo que existe
w € B’ tal que go(w) = ¢ — v(c). Como B es epimorfismo, existe b € B tal que
B(b) = w. Entonces y(f2(b)) = g2(8(b)) = ga(w) = ¢’ —v(c¢). Tomando ¢+ f2(b)
tenemos que y(c+ f2(b)) = v(c) + v(f2(b)) = v(c) + ¢ —v(c) = ¢'. Por lo tanto
~ es un epimorfismo.

3. Se sigue de 1 y 2. O

=

Corolario 3.3.5. Si tenemos el siguiente diagrama conmutativo

0 A B C 0
0 A B’ c’ 0

con renglones exactos y se tiene que A= A" y C =2 (', entonces B = B’.
Definicion 3.3.6. Decimos que la sucesién exacta corta

f g

0 A B c 0

se escinde si Im f = Ker g es un sumando directo de B.

Ejemplo 3.3.7. (1) Dada una suma directa M = N @ L siempre hay una
sucesion exacta corta candonica que se escinde:

0—>N—""sM-"oL >0

donde i : N — M es la inclusién canénica dada por i(n) = n+ 0y
m: M — L es la proyeccién canénica dada por w(n +1) = 1.

(11) Sea K un campo y considere el anillo de matrices de 2 x 2 triangulares
inferiores con coeficientes en K, i.e.,

K 0
R— ( K K) .
Considere la sucesién exacta corta
0= (2L RS (£ =0

donde f(29)=(39)yg(¢2) =(99). Entonces esta sucesién se escinde.
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3.4. El grupo de R-morfismos Homp

Definicién 3.4.1. Dados g M y g N R-médulos definimos Hompg (M, N) := {f :
M — N | f es R — mor fismo}.

Lema 3.4.2. Sean M y N R-mddulos. Entonces Hompr(M,N) es un grupo
abeliano.

Demostracion. Para f,g € Homg(M, N) definimos su suma como el morfismo
f+9:M— N (f+g)(x)=f(x)+ g(x). Entonces f + g € Homgr(M,N) y se

tiene que (Hompg(M, N), +,0) es un grupo abeliano. O

Observacion 3.4.3. Dado f € Homg(M,N) y r € R, si consideramos rf : M —
N como (rf)(z) = rf(x) no siempre se tiene que rf sea un R-morfismo ya que
para s € R, (rf)(sx) = rf(sx) = rsf(z) el cual es distinto de srf(z) = s(rf)(x)
si sr # rs.

Definicién 3.4.4. Sean Ry S anillos y M un grupo abeliano. Se dice que M es
un R-S-bimodulo (rMg) si M es un R-modulo izquierdo y M es un S-modulo
derecho tal que (rz)s = r(zs) para todo r € R, todo s € S y todo x € M.

Proposicion 3.4.5. Sea g Mg un R-S-bimodulo y gN un R-mddulo. Entonces
Homp(M, N) es un S-mddulo izquierdo.

Demostracion. Sean M un R-S-bimodulo y que N es un R-modulo. Para cada
s € Sy f e Homgr(M,N), definimos sf : M — N como (sf)(x) = f(zs).
Entonces (s)(rz + 9) = f((r& + y)s) = f(ras + ys) = f(ros) + f(ys) =
rf(zs) + f(ys) = r(sf)(xz) + (sf)(y) por lo tanto sf € Hompr(M, N). Por lo
tanto s Hom(gMg,g N) es un S-modulo izquierdo. O

Teorema 3.4.6. Para todo R-modulo M, pM = rHom(R, M).

Demostracion. Como R es un R-R-bimédulo, Hompg (R, M) es un R-modulo
izquierdo. Definimos p : M — Hompg (R, M) de la siguiente manera: dado m €
M, p(z) : R — M esta dado por p(m)(r) = rm para todo r € R. Veamos que p
es un R-morfismo. Sean r,s € Ry m,n € M. Entonces

plrm +n)(s) = s(rm +n) = srm + sn = p(m)(sr) + p(n)(s)

= (rp)(m)(s) + p(n)(s) = (rp(m) + p(n))(s)-
Ademas, si f € Homp(R, M), tomando f(1) = z, se tiene que f(r) = f(rl) =

rf(1) = rz. Por lo tanto p es un epimorfismo. Ahora, si p(z) = 0, entonces
rez = p(x)(r) = 0 para todo r € R. En particular 0 = 1z = z. Por lo tanto p es

un monomorfismo. Entonces p es un isomorphismo. O

Observacion 3.4.7. Para todo R-médulo M, el grupo Homp (M, M) es un anillo
no trivial, con multiplicacién la composicién si y solo si M # 0. A este anillo lo
llamamos el anillo de endomorfismos de M y lo denotamos por Endg(M).

Proposicién 3.4.8. Sean M y N R-mddulos simples. Entonces todo elemen-
to no cero de Hompg(M, N) es un isomorfismo. En particular, si S es simple,
Endgr(S) es un anillo con division.
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Demostracion. Supongamos que M y N son R-médulos simples, si ¢ : M — N
es un R-morfismo y ¢ # 0 entonces Ker ¢ = 0 ya que Ker ¢ < M. Por lo tanto
¢ es un monomorfismo. Ademds 0 # (M) < N, as{l que (M) = N. Esto
implica que ¢ es un epimorfismo. Por lo tanto ¢ es un isomorfismo. Se sigue que
el anillo de endomorfismos Endg(.S) de un R-médulo simple gS es un anillo con
division. O

Observacion 3.4.9. Notemos que si M es un R-mddulo tal que Endg (M) es un
anillo con divisién no implica que M sea un R-médulo simple. Para ver esto,
consideremos el Z-médulo Q el cual no es simple pero Endz(Q) = Q. Dejamos
esta afirmacién como ejercicio al lector.

Observacion 3.4.10. Por el Teorema rR = Endg(R). Se puede ver que
este isomorfismo cumple que si f,g € Endg(R) entonces p(fg) = p(g)p(f).
Dado un anillo R, se define el anillo opuesto de R, denotado R°P, como el anillo
con la misma suma que R pero con producto a - b = ba para todo a,b € R°P.
Asi, tenemos un isomorfismo de anillos R°? = Endg(R).



Capitulo 4

Nociones Basicas de
Categorias

4.1. Definicién de Categoria

Definicién 4.1.1. Una categoria C consta de una clase de objetos que deno-
tamos Obj(C), y para cada pareja de objetos (A, B) de C hay un conjunto,
denotado Home¢ (A, B), cuyos elementos llamamos morfismos y que satisface:

1. Si (4, B) # (C, D) entonces Home (A, B) N Home(C, D) = ¢

2. Para cada terna de objetos (A, B,C) en C existe una funcién

Home (B, C) x Hom¢ (A, B) — Home (4, C)

(a,B) af
que llamamos composiciéon y que cumple:

a) v(apf) = (ya)B (Asociatividad).
b) Para todo objeto A de C existe un morfismo 14 € Home (A4, A) tal que
lpa = a = aly para todo a € Home (A, B) (Morfismo identidad).

Ejemplo 4.1.2. (1) La categoria de Conjuntos, Sets. Obj(Sets) = Clase de
los conjuntos
Homgets(A,B) ={f: A— B| f es funcién}

(1) La categoria de grupos, Gps, donde los objetos son grupos y los morfismo
son homomorfismos de grupos.

(1) La categoria de groups Abelianos, Ab, donde los objetos son grupos abe-
lianos y los morfismos son homomorfismos de grupos.

(1v) La categoria de anillos, Rings, con objetos anillos y homomorfismos de
anillos.

25
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(v) La categoria de R-mdédulos, R-Mod, con objetos médulos izquierdos y
morfismos R-morfismos.

(vi) Sea G un monoide y * un objeto cualquiera. La categoria G tiene un solo
objeto {x} y Homg(x,*) = G.

(vir) Espacios Topoldgicos, Top. Obj(Top)=Espacios topoldgicos. Si X y Y son
espacios topolégicos Homp,, (X, Y) son las funciones continuas de X en
Y.

(viir) Sea A un COPO. Vemos a A como categoria de la siguiente forma: Obj(A) =
A. Si z,y € A entonces Homa(z,y) = {*} si z <y y Homu(z,y) = 0 en
otro caso.

Definicién 4.1.3. Sea C una categorfa y ¢ € Home (M, N). Decimos que:

1. ¢ es monomorfismo si siempre que ¢f = pg para f,g € Home (L, M), se
tiene que f = g.

2. ¢ es epimorfismo si siempre que fo = gy para f,g € Home(N, L), se
tiene que f = g.

3. @ es bimorfismo si es monomorfismo y epimorfismo.
4. pes isomorfismo si existe f € Home (N, M) tal que of = Idy y fo = Idy

Ejemplo 4.1.4. Sea (N, -, 1) el monoide multiplicativo de los nimeros naturales.
Consideremos la categoria N la cual solo tiene un objeo x y Homg(*,*) =
N. Como N tiene cancelaciéon y la operacién es conmutativa, entonces todo
n € Homg(*,*) es monomorfismo y epimorfismo. De este ejemplo vemos que
bimorfismo no implica isomorfismo.

Teorema 4.1.5. Sea ¢ € Homp (M, N) un morfismo en la categoria R-Mod.
Entonces:

1. ¢ es monomorfismo < @ es inyectiva.
2. @ es epimorfismo < ¢ es suprayectiva o sobre.
3. v es biyectiva & ¢ es bimorfismo < ¢ es isomorfismo.

Demostracion. 1=-.Seanx,y € M tales que ¢ () = ¢ (y). Entonces ¢ (z — y) =
0. Tomemos R(x —y) y consideremos la inclusién candnica i : R(x —y) — M y
el morfismo cero 0 : R (z —y) — M. Se tiene que i (r (z —y)) =r¢ (x —y) =0
y 0 (r (z —y)) = ¢ (0) = 0, es decir, pi = ©0. Por hipétesis, i = 0 lo que implica
que R(z —y) =0y por lo tanto = = y.

<. Sean f,g: L — M tal que of = pg con ¢ inyectiva. Si f # g entonces
existe x € L tal que f (z) # g (x) y como ¢ es inyectiva ¢ f () # ¢g (x). Por lo
tanto ¢ f # ¢g, contradiccién.

2 =. Sea I = Imy y tomemos la proyeccién canonica 7 : N — N/I y el
morfismo 0 : N — N/I. Sea m € M. Entonces o (m) = w(¢(m)) =0y
0¢ (m) = 0. Como ¢ es un epimorfismo, m = 0. Esto implica que N C I y por
lo tanto N = 1.
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<. Supongamos fp = go con f # g. Entonces existe x € N tal que f (z) #
g (x) pero ¢ es sobre, asi que x = ¢ (y) para algin y € M. Asi, fo (y) # g¢ ().
Por lo tanto fy # gy, contradiccion.

3. Es claro, por los incisos anteriores que ¢ es biyectiva < ¢ es bimorfismo.
Ahora, si ¢ es biyeccién por la Observacién 2.1.12}2, ¢~! es un R-morfismo,
entonces ¢ es isomorfismo. Por otro lado, si ¢ es isomorfismo entonces existe un
R-morfismo f: N — M tal que of = Idy y fo = Idys. Lo que implica que ¢
es inyectiva y es suprayectiva por lo tanto ¢ es biyectiva. O

Observacion 4.1.6. Notemos de la prueba del teorema anterior que siempre se
tiene que funcién inyectiva (resp. suprayectiva) implica monomorfismo (resp.
epimorfismo) sin embargo el regreso no se tiene en general. Consideremos la
categoria Rings. Entonces el morfismo inclusiéon Z — @Q es un epimorfismo pero
claramente no es suprayectivo.

Demostracion. Ejercicio. O

Usando el Teorema [4 y las Proposiciones [3.1.12] y [3.1.13] tenemos los
siguientes resultados

Corolario 4.1.7. Son equivalentes para un R-morfismo ¢ : M — N:

a €s monomorﬁsmo.

(
(b) ¢ es inyectiva.

(c
(d

Kerp =0

PN N

Para todo L en R-Mod, si ¢ : L — M es tal que pip = 0 entonces ¥ = 0.

Demostracion. (a)<(b) es por el Teorema y (b)<(c) por la Proposicién
(a)=(d) Supongamos @1 = 0. Tenemos que 0 = 0 entonces pip =
Como ¢ es monomorfismo se tiene que ¥ = 0.
(d)=(c) Sean K = Kerp e i : K < M la inclusién. Entonces ¢i(K) =
@(K) = 0 asi que @i = 0. Por hipdtesis se tiene que ¢ = 0 lo que implica que
K =0. O

Corolario 4.1.8. Son equivalentes para un R-morfismo ¢ : M — N:

a es epimorfismo.

(a) ¢
(b) ¢ es suprayectiva.
(¢) Coker(p) =0
(d) Para todo L en R-Mod, si : N — L es tal que ¥ = 0 entonces ¢ = 0.
Demostracion. Ejercicio. O
Regresemos al contexto general

Proposicién 4.1.9. Sea C una categoria. Sean ¢ € Home (M, N) y v € Home (N, L)
entonces:

1. @, ¥ monomorfismos = e es monomorfismo.
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2. ¢, P epimorfismos = Py es epimorfismo.
3. Y es monomorfismo = p es monomorfismo.
4. Yy es epimorfismo = 1 es epimorfismo.

Demostracion. Solo se demostrara 1 y 3, los incisos 2 y 4 son completamente
analogos.

1. Supongamos que (¢Y¢)f = (P¢)g. Como la composicién es asociativa,
UV(pf) = ¥(pg). Entonces ¢ f = pg porque ¥ es monomorfismo. Como ¢ tam-
bién es monomorfismo, f = g.

3. Supongamos que ¢f = ¢g. Entonces ¢ (pf) = ¥ (pg), asociando (o) f =
(¥p)g lo que implica que f = g ya que 1y es monomorfismo. O

4.2. Funtores

Definicion 4.2.1. Sean C y D categorias. Un funtor F': C — D es una asigna-
cién de los Obj(C) en Obj(D) y una asignaciéon de Home (A, B) en Homp (F(A), F(B))
para cada dos objetos A, B de C de tal manera que se respeta la composicién,

es decir, si f € Home(B, E) y g € Home (A, B) entonces F(fg) = F(f)F(g9) y
F(1a) = 1pa).

Observacion 4.2.2. En la definicién anterior al funtor F' se le llama funtor co-
variante o simplemente funtor. Si dada f € Hom¢ (A, B) se tiene que F(f) €
Homp(F(B), F(A)) entonces decimos que el funtor es contravariante.

Ejemplo 4.2.3. (1) Consideremos la categoria de grupos abelianos Ab y la
categoria de conjuntos Sets. Hay un funtor U : Ab — Sets tal que dado
G un grupo abeliano U(G) es solo G como conjunto, y dado un morfismo
de grupos abelianos a, U(a) es « visto solo como funcién. A U se le llama
el funtor que olvida.

(11) Sean G, H grupos abelianos y consideremos las categorias G y H. si f:
G — H es un morfismo de grupos abelianos entonces f nos define un funtor
f G — H definido como: f(¥) = x y para cada g € Homg(*,*) = G,

f9) = f(g) € H = Homp (%, %). Claramente f(gl) = f(g)f(1) ¥ f(15) =

(1) Sea X un espacio topolégico y sea O(X) el COPO de abiertos de X. De-
finimos el funtor P : O(X) — Sets como: Dado un abierto U € O(X)
P(U) = C(U,R) el conjunto de funciones continuas de U en R. Ahora si
U <V ie Hompx)(U,V) = {*} damos la siguiente funcién r : P(V) —
P(U) (el funtor P es contravariante) definida como r(f) = f|y la restric-
cion de faU.

(rv) El grupo fundamental de un espacio topolégico nos define un funtor 7 :
Top — Gps.

(v) Conideremos la categoria DE cuyos objetos son dominios enteros y los
morfismo son homomorfismos inyectivos de anillos. Sea Camp la categoria
de campos. Si D es un dominio entero podemos construir su campo de
fracciones K (D). Entonces K(-) nos define un funtor de DE en Camp.
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(vi) La asignacién _[z] : Rings — Rings dada por _[z](R) = R[z], el ani-
llo de polinomios con coeficientes en R, y _[z](f) : R[z] — S[z] como
2] ()OS mxt) = S f(ri)at si f : R — S es un morfismo de anillos, nos
define un funtor.

Ejemplo 4.2.4. Dado un R-mddulo M tenemos el siguiente funtor
Hompg(M,_) : R— Mod — Ab

Definido de la siguiente manera: Si N es un R-médulo entonces Hompg (M, N)
es un grupo abeliano. Ahora, si f: N — L es un R-morfismo,

Hompg(M, f) : Homg (M, N) — Homp (M, L)

es un morfismo de grupos abelianos que se calcula como Hompg (M, f)(g) = fg.
De forma analoga tenemos el funtor

Homp(.,M): R— Mod — Ab

solo que este funtor es contravariante, es decir, si f : N — L es un R-morfismo
entonces

Hompg(f, M) : Homg(L, M) — Hompg(N, M)
calculado como Hompg/(f, M)(h) = hf.

Proposicién 4.2.5. El funtor Homg(_, -) es exacto izquierdo dejando fija cual-
quiera de las entradas. Es decir, si

0>A—-B—-C—0
es una sucesion exacta entonces la sucesion
0 — Homp(M, A) - Homp(M, B) — Homp (M, C)

obtenida al aplicar el funtor Hompg (M, _) es exacta. Andlogamente si se consi-
dera el funtor Homp(_, M).

Demostracion. Veamos el caso de Homp(-, N), el otro caso es andlogo. Sea

f g

0 A B C 0

una sucesién exacta corta, apliquemos el funtor Hompg(_, V) a la sucesién

*

0 — Homp(C, N) ——> Homp (B, N) A Hompg (A, N)

donde f* = Hompg(f,N) y g* = Hompg(g,N). Si g*(¢) = 0 entonces pg = 0.
Como g es sobre, ¢ = 0. Lo que implica que g* es monomorfismo. Sea ¢ € Ker f*,
i.e., ¢f =0. Podemos definir ¢ : C'— N como ¢(g(x)) = ¢(x) y asi ¢ = g*(¢).
Ahora si ¢ € Im g* se tiene que ¢ = g para algin ¢ : C — N lo que implica
que ¢f =gf = 0. Por lo tanto Ker f* = Im g*. O
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Proposicién 4.2.6. Sean f: A — B yg: B — C R-morfismos. Si para todo
R-maodulo M se tiene que la sucesion

0 — > Homp(C, M) — > Homp(B, M) — > Hompg(A, M)

es exacta entonces la sucesion

f g

A B C 0

es exacta.

Demostracion. Pagina 63 Rotman Algebra Homologica. O

Dada una categoria C y ¢ € Home (A, B) se suele escribir al morfismo ¢
como una flecha con domino A y codominio B

v:A— B

4.3. Producto y Coproducto

Definicién 4.3.1. Sea C una categoria y {A;};c; una familia de objetos de C.
1. Un producto de la familia {A;};c; es una pareja (P, {m;};cr) tal que:

a) P € 0bj(C)
b) {m;}1 es una familia de morfismos de C tale que m; € Home (P, A;).
¢) Para toda familia de morfismos v; € Home(C, 4;) i € I'y C € Obj(C)
existe una tnica v € Home(C, P) tal que v; = my Vi € T
2. Un coproducto de la familia {A;};c; es una pareja (Q, {n;}icr) tal que:

a) Q € 0bj(C)
b) {n:}r es una familia de morfismos de C tale que 7; € Hom¢(A4;, Q).

¢) Para toda familia de morfismos a; € Home(A;, B)i € I'y B € Obj(C)
existe una tnica o € Home(Q, B) tal que oy = am; Vi € T

Teorema 4.3.2. Sea (P,{m;}1) un producto de la familia {A;} en la categoria
C. Entonces una pareja (P, {n}}r), donde 7, € Home(P', A;) es también un
producto de la familia si y solo si existe un isomorfismo ¢ € Home(P', P) tal
que:

P—r-p
P;

conmuta para todo i € I. Es decir el producto de una familia, si existe, es unico
salvo isomorfismo.
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Demostracion. Como (P, {m;}) es un producto entonces para la familia {7}
existe un unico ¢ € Home(M', M) tal que m;p = 7} para todo i € I.

=. Sumpongamos que (P’,{w} ) es un producto entonces existe un dnico
¢ € Home (M, M’) tal que iy’ = m;, entonces m;(p¢’) = m; pero mIdy = m;
para toda ¢ € I. Entonces por la unicidad del morfismo tenemos que p¢’ = Idjy.
Analogamente se tiene que ¢’ = Idys. Por lo tanto ¢ es un isomorfismo.

<. Sea ¢ : 7 — P un isomorfismo y {f;}; una familia de morfismos f; €
Home(C, A;) para toda ¢ € I. Entonces existe un tdnico h : C — P tal que
mih = f; para todo i € I. Sea v = p~1h de C en P’, entonces 7}y = wip~th =
mih = fi. Ademds si ' : C — P’ es tal que wiy' = f; para toda i € I, entonces
mi(py') = wly' = fi. Por la unicidad de h, ¢y’ = h asi que v/ = ¢~'h = Por
lo tanto (P’, {w}}s) es un producto. O

Teorema 4.3.3. Sea (Q,{n;};) un coproducto de la familia {Q;}; en la cate-
goria C. Entonces, (Q',{n;}1) donde n; € Home(Q;, Q') es también un copro-
ducto de la familia si y solo si existe un dnico isomorfismo 1 € Home(Q, Q")
tal que:

»

4444%,62’

3
e
\\\\\JZ
£

Qi

conmuta Vi € 1. Es decir el coproducto de una familia, si existe, es unico salvo
isomorfismo.

Demostracion. Como (Q,{n;}1) es un coproducto entonces para la familia de
morfismos {7} existe un tdnico morfismo ¢ : @ — Q' tal que ¥m; = n} para
toda i € I.

=: Supongamos que (Q',{n;}) es un coproducto. Entonces exite un dnico
morfismo ¢’ : Q' — @ tal que ¥'n, = n; para toda i € I. Como Idgn; = 7,
y tambien (¢')n; = nj, de la unicidad se sigue que ¢y’ = Idg,. Analogamente
Y’y = Idg. Por lo tanto ¢ es un isomorfismo.

<: Supongamos que existe ¢ : @ — @ isomorfismo tal que ¥n;, = 7.
Tomemos {7;}1 con v; € Home(Q;, B) para todo i € I. Como (Q,{n;}r) es un
coproducto entonces existe un unico h : Q — B tal que hn; = 7; para toda
i€ I. Sea f = hyp~'. Entonces

fni=hyp~ 'yl = b~ m; = hiyy = ;.

Si f': Q" — B estal que f'n} =~; Vi € I. Entonces (f'¢)n; = f'n; = v, por la
unicidad de h se tiene que i) = h, por lo tanto f' = hyp~! = f. O

Ejemplo 4.3.4. 1. Sea {A;}ier una familia no vacia de conjuntos, el pro-
ducto cartesiano de la familia se define como

HAi:{f:[—>UAi|fesfuncic’)nyf(z')EAiVi€I}

iel i€l

Para cada i € I definimos ; : [[A; — A; como m;(f) = f(i) que se les
llama las proyecciones canénicas. Entonces (][] 4;, {m;}1) es el producto
de la familia {A;};cr en la categoria Sets. Dado un elemento f € [] A; se
suele escribir f = (f;)r donde f; = f(i) € A;.
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2. Sea L unareticula (Definicién [2.1.8)) vista como categoria (Ejemplo 8)).
Sean x,y € L, entonces x Ay € L es el producto de = y y en L. El copro-
ducto de x y y en L es el elemento x V y € L.

4.4. Producto Fibrado y Coproducto Fibrado

Sea C una categoria. Considerer el siguiente diagrama:

A——DB
wl B
M P

Y N
Definicion 4.4.1. 1. El par (¢, ) es llamado el coproducto fibrado del par

(p,a) si para cualquier par (¢/,8) con ¢’ : M - X, 8 : B = X y
' = [’ existe un tnico o : N — X tal que ¢’ = o y 8/ = 0.

2. El par (¢, «) es llamado el producto fibrado del par (1, 8) si para cualquier
par (¢',a') con ¢’ : Y — M, o : Y — B existe un dnico 7 : Y — A tal
que ¢ = pTy d = ar.

‘

A—2-B Y
y Sre
P 2 o
M ——N A——=DB
N
W\L B
P’ "
X M ——N

Proposicién 4.4.2. El coproducto fibrado del par (p,a) y el producto fibrado
del par (v, 8), son unicos salvo isomorfismos.

Demostracion. Sean (1, 8) y (¢, 8') dos pushouts para (¢, ), entonces por la
definicién de pullback tenemos que existen 0 : N — X y p : X — N tales
que ' = o, B =ocpyp = p, B = pB'. Asi para po : N — N tenemos
que ¢ = pp' = popy f = pB = pof de lo que se sigue que po = Idy.
Analogamente op = Idx por lo tanto p y o son isomorfismos uno inverso del
otro.

Ahora sean (¢, @) y (¢, @’) dos pullbacks para (1), 3), entonces tenemos que
existen 7 :Y - Ay 7 : A= Y tales que & = a7, ¢ = o7y a = o7,
o =¢'7'. Para 77’ : A - A tenemos que a = /7' = art’ 'y ¢ = o' = 77,
asi que por lo tanto 77’ = Id4. Analogamente 7’7 = Idy lo que implica que T
y 7' son isomorfismos uno inverso del otro. O

Ejemplo 4.4.3. 1. Sea C' un conjunto. Tomemos P(C') el conjunto potencia
de C, el cual es una reticula. Sean A, B € P(C). Denotemos ¢ : A — C
y 8 : B < C las funciones inclusiones. Consideremos A N B y sean ¢ :
ANB < Ay a:ANB < B las inclusiones. Entonces el par (¢, «) es el
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producto fibrado del par (¢, ).
ANB“~* B
2. Ahora, sea X un conjunto y consideremos A4, B,C' € P(X) talesque A C B
yACC.Sean o« : A — By p: A< C las inclusiones. Consideremos
BuUuCyseany :C — BUC Yy f:B < BUC las inclusiones. Entonces
el par (¢, 8) es el coproducto fibrado del par (¢, @).

A * o B
wi\ i\ﬁ

Proposicion 4.4.4. Supongamos que tenemos el diagrama conmutativo

A—2>B

‘I

M—N
1. Si(p, ) es el producto fibrado del par (¢, ), entonces
a) Si B es un monomorfismo entonces ¢ también lo es.

(
(b

Si 1 es monomorfismo entonces o también lo es
2. Si (v, B) es el coproducto fibrado del par (¢, «), entonces

(a) Sia es un epimorfismo entonces v también lo es.

Demostracion. Sélo probaremos 1.(a) y 2.(a). los otros dos resultados son anélo-
gos.

1.(a). Supongamos que 8 es monomorfismo y sean f,g : X — A tales que
pf = pg. Entonces Yo f = 1pg, como el diagrama conmuta Saf = Bag. Por
hipétesis 8 es monomorfismo as{ que af = ag. Notemos que B(ag) = ¥(pf)
entonces por la propiedad universal del producto fibrado existe un tnico h :
X — A tal que ph = ¢f v ah = ag lo que implica que f = h = g.

2.(a). Supongmos que tenemos f,g: N — X tales que fi) = gib. Entonces
fp = gip, como el diagrama conmuta fBa = gBa. Por hipétesis a es epimor-
fismo asi que ff = gfB. Notemos que (fB)a = (gv)p asi que por la propiedad
universal del coproducto fibrado existe un tnico h : N — X tal que hg = fBy
hy = g lo que implica que f = h = g. O

(¢,
)
)
(
)
b)

Si @ es un epimorfismo entonces 8 también lo es.
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Capitulo 5

Producto y Coproducto en
R-Mod

5.1. Producto y Coproducto en R-Mod

Sea {M, }icr una familia de R-médulos izquierdos. En el producto cartesiano
T1I{M;}icr definimos una suma y un producto por elementos de R de la siguiente
manera;

Sean (zi)r, (yi)r € [[{Mi}ier yr €R
(i) + (Wi)1 == (xi + yi)r

r(wi)r = (rai)s
Con estas operaciones [[; M; es un R-médulo izquierdo.

Definicién 5.1.1. Dado (z;); € [[{Mi}icr el soporte de (x;); denotado sop((x;)r),
es el subconjunto de I donde cada x; # 0.

Lema 5.1.2. Sea {M;}; una familia de R-mddulos. Consideremos el siguiente
subconjunto de []; M;.

[TiMibier = { @i € [T{Mibier | sop((z:)1) es finito}
Entonces [[; M; es un submddulo de [], M;

Demostracion. Notemos que (0;)7 € [[{M;}ier ya que sop((z;);) = 0. Ahora si
(@i)r, (yi)1 € [I{M;}ies entonces

J € sop((zi)r + (vi)1) & j € sop((zi +yi)1) & zj +y; #0

asi que z; # 0 o y; # 0, es decir, j € sop((x;)r) U sop((yi)r). Por lo tanto
sop((x;)1 + (y:)1) es finito. Sir € Ry (x;); € [[{M;}icr entonces

J € sop(r(z;)r) € j € sop((ra;)r) < rx; #0
asf que z; # 0, es decir, j € sop((z;)r) que es finito. O

35
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Teorema 5.1.3. Sea {M;}1 una familia de R-mddulos. Entonces ([ [{M;}icr, {mi}1)
es el producto de la familia {M;}; en la categoria R-Mod, ddénde los m; son las
proyecciones canonicas.

Demostracion. Supongamos que C' esta en R-Mod y {v;} familia de R-morfismos,
v; : C'— M;. Definimos

& C——[{M;}ier -

¢ (vi()1

Asf, para z,y € C'y r € R, y(rz +y) = (vilre +y))1 = (ryi(z) +v()r =
r(yvi(x)r + (vi(y))r = ry(x) + v(y). Por lo tanto v es un R-morfismo. Dada
jelI, mi(y(c)) = m((vilc))r) = ~v(c) lo que implica que 7;v = ;. Por ultimo,
siy : C — [[{M,;}ier es un R-morfismo tal que ;7" = 7, para toda j € I
entonces 7;(7'(¢)) = v;(c) = m;(v(c)), asi que Vj € I la j-ésima coordenada de
v'(¢c) es la misma que la de vy(c). Entonces 7/(c) = y(c) y por lo tanto ' =~ O

Teorema 5.1.4. Sea {M;}r una familia de R-médulos. Entonces (]1;c; M;, {n:i}r)
es el coproducto de la familia {M;} en la categoria R-Mod, dénde los morfismos
1; estdn definidos de la siguiente manera:

ni MiHHieIMi

Donde (z;) es el elemento del producto (xz;); tal que x; = 0 para toda j # i y x;
sij =1. A estas funciones se les llama las inclusiones candnicas del coproducto.

Demostracion. Notemos que cada 7; es un R-morfismo ya que
ni(rai +yi) = (res +yi)r = (FT) 1 + W) r = r(@) 1 + @)1 = rni(@) +ni(vi)

Supongamos que «; : M; — B con i € I es una familia de R-morfismos. Defini-
mos:
a: Il Mi——>B

(i) ——>_; ai(i)

La suma esta bien definida ya que solo hay numero finito de ¢ € I tales que
z; # 0. Notemos que a(r(w;)r + (yi)1) = a((rai + yi)1) = Yoy eulra; +yi) =
2orrai(wi) 4 ai(y) = 1oy e(@s) + 3oy ou(yi) = rel(zi)r) + a((yi)1), por lo
tanto o es un R-morfismo. Para cada i € I se tiene que an;((z;)1) = a((T7)1) =
a;(z;). Por lo tanto am; = «; para toda i € I. Ahora supongamos que existe
o : [l;e; My — B tal que a'n; = a; paratodod € I. Entonces an;(x;) = o/'n;(x;)
para todo x; € M;. Ast a((T7)1) = o/ ((T7)r). Notemos que, si (a;)r € [[;c; M;
entonces (a;)r = >_,,,(@;). Porlo que o/((a;)1) = o/ (3_,,,(@)) = >_,,, &' (@) =
D sop @) = 32, @ila;) = a((a;)r). Por lo tanto o = a. O
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Proposicién 5.1.5. Sea {A; }1 una familia de R-mddulos. Entonces se tiene

que [[; Ai = @IA con A; = A,

Demostracion. Sea {A;}; una familia de R-mddulos. Consideremos H{Al} I
con los morfismos n : A; — [[{A:}s tal que n(a;) = ( 7)1- Definimos A; :=
{@)1]a; € Ai} = n(A;). Como n; es inyectiva, A; = ~ A;. Notemos que cada
(a;)r € [I{A:i}1 es de la forma Zzesop(a (@;) asi que (EZ\)I € D icsop(as) ili -
Yoo A;. Por lo tanto [[4; C > A;. Ahora, como cada 4; < [[{4;}, > A C
[1{4:}. Por lo tanto 37 A = [[; A;. Ademds, si (a;)r € A; N3, él\’ entonces
ar = 0 para toda k # j y tambien a; = 0 ya que (a;)r € >, ,; Ai. Asi que
(a;)1 = (0). Por lo tanto [[, 4; = B, A;. O

En general se usa la notacion @, M; para el coproducto de la familia {M;};.
Si todo los médulos M; son iguales a un médulo M se usa la notacién M) para
el coproducto y M7 para el producto.

Observacion 5.1.6. Sean {A;}1 v {B;}r dos familias de R-médulos y {a; : A; —
B;} una familia de R-morfismos. Entonces por las propiedades universales del
producto y el coproducto (4.3.1]) tenemos los morfismos:

[Ta: HIA

(@i)r —— (a(ai))r
Pa: P, A ——@,B

(a;); — (i(a))r

Fijemos un conjunto I. Sea C la categoria cuyos objetos son familias de R-
médulos {M;}; indicadas en I. Dadas dos familias {M;};, {N;}; un morfismo
entre estos objetos es una familia de R-morfismos {f;}; con f; : M; — N;.
Entonces, por lo de arriba tenemos dos funtores

B.I[:¢— R- Mod.

Proposicién 5.1.7. Sea I un conjunto. Sea {0 — A; X B, By C; — 0} una
familia de sucesiones exactas en R-Mod. Entonces las sucesiones

[Tai 15

0——1J[,A

I, B: [[;Ci——0

& 8

D i
i

0—P,; A

&b, Bi &b, Ci —0.

son exactas.
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5.2. Modulos Libres

Proposicion 5.2.1. Las siguientes condiciones son equivalentes para un modulo
RF.’

1. F tiene una base;
2. F=@; A; con A; = gR para toda i € I.

Demostracion. Notemos que 1 y 2 se satisfacen si F' = 0 con () como base e
I = (). Por convencién la suma sobre el conjunto vacio es 0. Supongamos que
F #£0.

1=2 Sea X una base de F' y a € X. Consideremos el R-morfismo ¢ : R —
Ra dado por ¢(r) = ra. Claramente ¢ es un epimorfismo, y por la propiedad de
base ra = 0 implica » = 0. Por lo tanto ¢ es un isomorfismo. Como X es una
base, X es un congunto generador, es decir, F' =} _\ Ra. Tomemos ag € X
y ¢ € Rag N Za;ﬁao Ra. Entonces existen distintos ai,...,a, € X con a; # ag
Y 70,71, ..., T € R tales que ¢ = roag = Y., mia;. Ast roag + Y (—ri)a; = 0.
Como X es base, ro =11 = ... = 1, = 0. Entonces Rap N> Ra = 0 y por lo
tanto I' = P, y Ra.

2=-1 Por hipétesis existe un isomorfismo ¢; : R — A; para cada i € I.
Sea B = {p;(1) | i € I}. Entonces 4; = p;(R) = p;(R1) = Ryp;(1). Asi que
F =@, A =@, Rpi(1) y por lo tanto B genera. Ahora, tomemos una suma
finita tal que > r;p;(1) = 0. Como F = @ A;, todo elemento de F se escribe
de manera unica, asi que r;0;(1) = @;(r;) = 0. Esto implica que r; = 0 para
todo i. Por lo tanto B es una base de F. O

Definicion 5.2.2. Un médulo gF es llamado modulo libre si satisface las con-
diciones de la Proposicion [5.2.1

Lema 5.2.3. Sea I un conjunto. Entonces RY) es un modulo libre con una base
de tamano el cardinal de I.

Demostracion. Consideremos la familia {4; | i € I} con A; = R para toda i.
Entonces RY) = [[{A;}; = @{E}Icon R = A; & A;. Por lo tanto R() es un
modulo libre y tiene al conjunto {n;(1) | ¢ € I'} como base, donde 7; son las
inclusiones canénicas. 0

Corolario 5.2.4. Todo modulo M es imagen epimorfica de un maodulo libre. Si
M es f.g. entonces M es imagen epimorfica de un modulo libre con base finita.

Demostracion. Sea Y un conjunto generador de M. Consideremos el modulo
libre R®Y). Definimos el R-morfismo ¢ : R®Y) — M como ¢(n,(1)) = y. Clara-
mente ¢ es suprayectivo. O

Teorema 5.2.5. Si o : A — F es un epimorfismo y F es libre entonces ¢ se
escinde.

Demostracion. Sea X una base de F' y para cada b € X sean a;, € A los
elementos tales que ¢(ap) = b. Definimos ¢’ : F' — A como ¢’ (D> rpb) = > rpap.
Entonces, o' (> rpb) = o> rvap) = > rep(ay) = Y. b, ie., op' = Idp. Por
lo tanto A = Im ¢’ & Ker ¢ por el Corolario [3.2.11] 3. O
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En general no es cierto que submédulos de libres sean libres. Considere el

anillo del Ejemplo[1.0.8/2 y el ideal (8 ]1%) que es simple. Entonces este ideal

no puede ser libre.

Proposicion 5.2.6. Sea R un dominio de ideales principales. Entonces todo
submodulo de un maodulo libre es libre.

Demostracion. Sea F un R-médulo libre y H < F'. Entonces F' es de la forma
@D Rxr con Rz = R. Supongamos que K esta bien ordenado. Para cada
k € K definimos Fj, = @jgk Rx;y Fy, = ®j<k Rz;. Sea H, = HNFy y Hy =
HNF}. Entonces g Fy = F y Uy Hr, = H y ademds Hy, = HNF), = H, N Fy.
Asi

Hy/Hy = Hy/(Hy N Fy) = (Fy, + Hy)/Fy < Fy,/Ff, & Ry, & R.

Esto implica que Hy/H} es isomorfo a un ideal de R. Como R es un DIP,
Hyp/Hy = Rhy con hy € R. Como R es dominio entero, todo ideal de R es
isomorfo a R, asf que Hy,/Hj, es libre. Por Teorema la proyeccién candnica
7 : Hy, — Hj,/Hj, se escinde. Por lo tanto

Hy, :E@Hk/EgE@th

Afirmamos que {hy}x es base de H. Como F = |J, F, para h € H existe
k € K tal que h € Fy. Sea p(h) el menor indice [ tal que h € F; y sea H* el
subgrupo generado por {h} . Supongamos que H* estd contenido propiamente
en H. Sea j el menor indice en el conjunto {u(h) |h € H h ¢ H*} y sea b’/ tal
que pu(h') = j. Entonces h' € F;NH = Hj, asi que b’ = a + rh; para algin
a€ H,,r€RyacHperoa¢ H*. Como a € Hj = HN F}; entonces a € Fj,
lo que implica que a € F; para t < j. Por lo tanto pu(a) < j lo que es una
contradiccion. Asi H = H*. Ahora, si mihg, +...+mphg, =0con ky < ... < ky,
y my, # 0, entonces mphy, # 0 pero myhy, € Rhy, N Hy, = {0}. Por lo tanto
{hi} K es base de H. O

Dejamos como ejercicio el siguiente reciproco parcial de la Proposicién an-
terior

Proposicion 5.2.7. Sea R un anillo conmutativo. Si todo ideal de R es libre
entonces R es un DIP.

5.3. Grupos Divisibles

Definicién 5.3.1. Decimos que un grupo abeliano A es divisible si zA = A
para todo 0 # z € Z.

Proposicion 5.3.2. La clase de los grupos divisibles es cerrada bajo imagenes
homomorficas, bajo sumas directas y bajo productos.

Demostracion. Supongamos que zD es divisible y ¢ : D — G es un homomor-
fismo. Entonces zIm ¢ = 2p(D) = p(2D) = (D) = Im ¢ para todo 0 # z € Z.
En particular las copias isomorfas de un divisible son divisibles.

Ahora, si {D;}; es una familia de grupos divisibles entonces z[[; D; =
[1,; 2D; =1; D;i. De la misma forma z @, D; = @, zD; = @, D;. O
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Teorema 5.3.3. Todo grupo abeliano se inyecta en un grupo divisible.

Demostracion. Sea A un grupo abeliano. Sabemos que existe un grupo abeliano
libre zF' y un epimorfismo ¢ : FF — A Corolario Entonces F = 7
p-a. conjunto I. Consideremos 7Q que es divisible y como Z — Q, tenemos un
monomorfismo i : Z(I) < Q). Entonces hay un monomorfismo Z!) / Ker ¢ —
QY /i(Ker ) donde Q) /i(Ker ) es divisible. Por lo tanto A se sumerje en un
divisible. O

Definicién 5.3.4. Sea M un médulo y N < M. Un pseudocomplemento (p.c.)
de N en M es un submodulo L < M que es méaximo con la propiedad de
NNL=0.

Proposicion 5.3.5. Sea M un modulo y N < M. Entonces N tiene pseudo-
complementos en M.

Demostracion. Sea A ={L <M |LNN =0}, A+#0yaque {0} € A, ademds
(A, C) es un COPO. Si C es una cadena en A, entonces | JC es una cota superior
de C. Sea x € NN|JC. Entonces z € N y existe L € C tal que x € L lo que
implica que € NN L = 0. As{ que = 0. Por lo tanto |JC € A. Por el Lema
de Zorn A tiene maximos. O

Definicién 5.3.6. Sea N < M. Decimos que N es esencial en M (N <., M)
si siempre que NN L =0 con L < M se tiene que L = 0, equivalentemente si
0# L < M entonces NN L #0.

En la primer seccion del siguiente capitulo se volvera a abordar este concepto
y se tratard con mas profundidad. Lo adelantamos ya que es fundamental para
la prueba del teorema principal de esta seccién.

Ejemplo 5.3.7. En Z si n.m # 0 entonces ZmNZn = Z[m;n] # 0 donde [m;n]
denota el minimo comuin multiplo. Por lo tanto todo 0 # Zn es esencial en Z.

Proposicion 5.3.8. Son equivalentes para N < M :
(a) N<. M
(b) VO£m e M Ir € R tal que 0 £rme N

Demostracion. (a)=-(b) Sea 0 # m € M. Entonces 0 # Rm < M. Como N es
esencial, Rm N N # 0 asi que existe r € R tal que 0 # rm € N.

(b)=(a) Sea 0 # L < M y 0 # | € L. Por hipétesis existe r € R tal que
0#rl € N. Entonces rl € NN Ly por lo tanto N <, M. O

Proposicion 5.3.9. Sea M un modulo y N < M. SiU es un p.c. de N en M
entonces N U <. M

Demostracion. Sea L < M tal que (N@®U)NL =0. En particular NNL =0y
LNU =0. Tomemos n € NN (U@ L). Entonces n =u+IlconuecUylelL.
Asi I = n — u lo que implica que | = 0. Entonces n = u, es decir, n € U N N.
Por lo tanto n = 0. Por la maximalidad de U, U + L = U. Entonces L =0 y
por lo tanto U & N <., M. O

Teorema 5.3.10. Si ¢ : zD — zB es un monomorfismo con zD divisible,
entonces @ se escinde.



5.4. DIMENSION UNIFORME 41

Demostracion. Sabemos que toda copia isomorfa de un divisible es divisible, asi
que podemos suponer que D < B. Veamos que D es un sumando directo de
B. Sea U < B un p.c. de D en B. Entonces D @ U <. B. Sea 0 # b € B.
Consideremos el ideal (D +U :b) = {t € Z | tb € D+ U} < Z. Entonces
(D4 U :b) = Zzy p.a. zo € Z. Por la Proposicién [5.3.8] (D +U : b) # 0y
por lo tanto zy # 0. Tomemos d € D y u € U tales que 2pb = d + u. Como
D es divisible, d = zod' con d' € D asi que (b — d') = u. Notemos que
(D4+U:b)={teZ|tb—d)e D+U} ya que si zb = dy + u; entonces
z(b—d')=2b—zd =d;+u; —zd € D+ U, ahorasi z(b—d') = d+ u entonces
zb=d+u+zd € D+ U. Afirmamos que (U+Z(b—d'))ND = 0. Supongamos
qued; =u;+2(b—d)di € Dwu €UyzecZ Entonces z(b—d')e D+U y
por lo tanto z € (D 4 U : b) = Zz. Asi que z2(b—d') = z120(b—d') = d1 — u3.
Como u = zo(b —d'), zyu = dy — uq, as{ que d; = w3 + z1u, lo que implica que
dy = 0. Por la méximalidad de U, U+ Z(b—d)=U yasi Z(b—d) CU. En
particular b —d’ € U y entonces b € U + D. Por lo tanto D ® U = B. O

5.4. Dimension Uniforme

Definicion 5.4.1. Un mddulo no cero U es uniforme si todos sus submédulos
son esenciales.

Ejemplo 5.4.2. 1. Todo médulo simple es uniforme.
2. Los grupos abelianos Z, Q y Zpe con p un nimero primo son uniformes.

3. Submoddulos de uniformes son uniformes.
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Capitulo 6

Modulos Proyectivos e
Inyectivos

6.1. Modulos esenciales y superfluos

En la seccién final del capitulo anterior se introdujo el concepto de submédulo
esencial. Esta definicién tiene su dual, los cuales se llaman submédulos superfluos

Definicién 6.1.1. Un submddulo N < M es superfluo en M (N << M) si
siempre que N + L = M con L < M, se tiene que L = M.

Ejemplo 6.1.2. 1. En;zQsi (Zq1+...4+Zq,)+U = Q entonces {q1, ..., g, }UU
es un generador de Q. Por el ejemplo[2.1.25|U es generador, asi que U = Q.

Por lo tanto todo submédulo f.g. de Q es superfluo.

2. Sea p € Z un numero primo y consideremos el siguiente subgrupo de z7Q:
a
Z(p)Z{EEQ|p1’b}.

Entonces Z ) tiene un tnico submédulo maximo pZ,). Esto implica que
todo submddulo de Z,) es superfluo.

Definicién 6.1.3. Un R-morfismo o : A — B se llama:
1. superfluo si Kera << A
2. esencial silma <., B
Lema 6.1.4. 1. SSA<B<M<N yB<<M entonces A << N.
2. Si{A;}" con A; << M entonces Y .| A; << M.
3. SiA<< M yp e Homg(M,N) entonces p(A) << N.

4. Sia: A— Byp: B — C son epimorfismos superfluos entonces Pa
también lo es.

43
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Demostracion. 1. Supongamos que A+U = N con U < N. Entonces B+U = N.
AsiM=NNM=Mn(B+U),como B<M,MN(B+U)=B+(MnU).
Por hipotesis B << M asi que M NU = M lo que implica que M C U pero
ACMCU.Porlotanto A+U =U =N, i.e, A << N.

2. Por induccién. Si n = 1, se tiene el resultado por hipétesis. Supongamos
que la afirmacién es valida paran > 1y que A1 + ... + A,,_1 << M. Si (41 +
et An_1+A4,)+U =M con U < M entonces (A1 +...A,—1)+ (A, +U) = M.
Por hipétesis de induccién, A,, + U = M y como A,, << M entonces U = M.

3. Sea U < M tal que ¢(A) +U = N. Dado m € M se tiene que p(m) =
¢(a)+ucona € Ayu € U. Entonces u = p(m—a), por lo tanto m—a € p=*(U).
Esto implica que m € ¢~ }(U)+ A. Por lo tanto M = ¢ }(U) + A. Como
A << M, p=1(U) = M lo que implica que (M) = pp~1(U) = U N Im ¢, asf
que ¢(A) C U. Entonces N = ¢(A)+ U = U y por lo tanto p(A) << N.

4. Supongamos que Ker fa+ U = A, con U < A. Entonces

a(Kerfa+U) = a(A) = B.

Por otro lado a(Ker fa + U) = a(Ker fa) + a(U) = a(a™ (Ker 8)) + a(U)
Ker 4+ «(U) asi que B = Ker 5 + a(U) pero Ker 5§ << B entonces B = a(U).
Por lo tanto Kera + U = A ya que si a € A entonces a(a) € B = o(U) y asi
a(a) = a(u) p.a. u € U. Esto implica que a—u € Ker oy entonces a = u+(a—u).
Como Kera << A, U = A. Por lo tanto Ker af << A.

~—

n

Dv

Lema 6.1.5. 1. SSA<B<M<NyA<,N entonces B<, M.
2. 8i{A;}y con A; <. M entonces (;—; Ai <c M
3. SiB<.N yp:M— N entonces p~1(B) <. M.

4. Sia:A— BypB:B — C son monomorfismos esenciales entonces Ba
tambien lo es.

Demostracion. 1.SiU < My BNU = 0 entonces ANU = 0. ComoU < M < N
y A <. N entonces U = 0.

2. Por induccién. Si n = 1 es claro. Supongamos que vale para n > 1 i.e.,
Nro! Ai <o M. Sea U < M tal que (N[, A) NU = 0. Asi 0 = (N2 4: N
A,) NU. Por hipédtesis de induccién se tiene que A, NU = 0, pero A4, <. M.
Por lo tanto U = 0.

3. Sea U < M tal que ¢ 1(B)NU = 0. Si p(U) N B # 0 entonces existe
b€ Btal que b= p(u) p.a. 0 £u € U. Asi u € p~}(B)NU = 0. Por lo tanto
o(B)NU = 0. Como B <. N, ¢(U) = 0 lo que implica que U C Kery C
e H0) C e Y(B). AsiU = ¢ 1(B)NU =0 y por lo tanto ¢~(B) <. M.

4.Sea U < O tal que Im BanU = 0. Como B es mono entonces 0 = 3~1(0) =
B7HImBaNU) = B~ (Im Ba) N B~L(U), pero Im Ba = B(Im «) asf que

0=p8"1ImpBa)N B HU) =" B(Ima))NB~HU) =Iman (V).

Como Ima <, B, f~1(U) = 0. Entonces In3NU = 0y como Imf <, C,
U = 0. Por lo tanto Im fa <, C. O

Lema 6.1.6. Sea M un modulo. Para todo a € M se tiene que Ra no es superfluo
en M si y solo si existe C < M mdzimo tal que a ¢ C.
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Demostracion. =| Supongamos que Ra no es superfluo en M. Sea I' = {N <
M | N+ Ra = M}. Como Ra no es superfluo en M, T # (. Sea C una cadena en
T, entonces | JC € T ya que para cada N € C , a ¢ N porque en caso contrario
Ra < Ny N+ Ra = M lo que implica que N = M, contradiciendo que N
era propio en M. Asi, a ¢ |JC, y claramente | JC + Ra = M. Entonces, por
el lema de Zorn, I' tiene maximos. Sea C' un méximo en I' entonces a ¢ C. Si
C < U< M entonces U ¢ T'. Como C+ Ra=M,U+ Ra=M asi que U = M.
Por lo tanto C' es maximo en M.

<] Si existe C' < M méximo tal que a ¢ C entonces C'+ Ra = M. Como C
es propio en M, Ra no es superfluo en M. O]

Proposicién 6.1.7. Supongamos que M =3, M; con M; < M. Si A; <. M;
yy A=, A, entonces @; A <c M y >, M; =, M,.

Demostracion. Para cada m € M tenemos que m = m;, + .. +my;, con m;; €
M;;. Hagamos el caso para dos submoédulos, es decir, supongamos que m =
mi1+mo con 0 % my € My 0 # mg € My y que Ay <, My As <, Mo y
A; + Ay = A; & A,. Entonces existe 0 # r € R tal que 0 # rmy € A; por
la Proposicién [5.3.8] Si rmo = 0, entonces rm = rmy y asi rm € A; & As. Si
rmg # 0 entonces existe s € R tal que 0 # srmgy € Ay. Por lo tanto srm =
srmi+srmo € Ay @ As. Lo que implica que A1 B Ay <. M. Para el caso general,
como cada m € M se escribe como una suma finita, por induccién tenemos que
@P; Ai <. M. Ahora, supongamos que m; = my + ... + m;_1 con m; € M.
Entonces existe 0 # r € R tal que 0 # r(my + - +m;—1) € A1+ -+ A4;_1.
Asirm; € M;N(A1®---®A;_1). Entonces, existe 0 # s € R tal que 0 # srm; €
A; lo que implica que srm; € A; NA; & --- B A;_;. Asi srm; = 0 que es una
contradiccién. Por lo tanto m; = 0. Esto implica que Y, M; = @, M;. O

Corolario 6.1.8. Si M = @, M; con A, <. M, < M, entonces y A, =
®1Ai y®1Ai <. M.

Demostracion. Como ), M; = @; M; y A; < M, entonces y_; A; = @, A; por
lo que estamos en las hipdtesis de la Proposicién Por lo tanto @; 4; <.
M. O

Corolario 6.1.9. Sea M =@, M; y B < M. Son equivalentes:
(a) BNM; <. M; para cada i € I;
(b) @,(BNM;) <. M;
(c) B<e M

Demostracion. (a)=-(b). Se tiene por el Corolario

(b)=(c). Para cada i € I, BN M; C B asi que @ (BN M;) C BC M. Por
lo tanto B <., M.

(c)=(a). Tomemos 0 # m; € M;, entonces existe 0 # r € R tal que 0 #
rm; € By asi rm; € BN M;. Por lo tanto BN M; <, M. O

Observacion 6.1.10. Dados L, N < M tales que NN L = 0 entonces, siguiendo la
prueba de la Proposicion [5.3.5] se puede ver que N tiene pseudocomplementos
en M que contienen a L.
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Definicién 6.1.11. Sean L, N < M. Decimos que L es extension esencial de
N si N <, L. Si L es maximo con esta propiedad entonces L es una eztension
esencial mdzima.

Proposicion 6.1.12. Si N < M yU un p.c. de N en M yV un p.c. de U en
M que incluye a N, entonces N <.V y es extension esencial mdxima.

Demostracion. Sea L <V tal que L N N = 0. Entonces
NNU+L)=(NnV)N(U+L)=Nn(VnU+L))

Como L C V, por la ley modular NN (VN({U+L))=Nn((L+(VnNU)) =
NNL =0. Por hipdtesis, U es maximo tal que UNN =0asique U+ L =U lo
que implica L CU. Como L CV y UNV =0 se tiene que L = 0. Por lo tanto
N <. V. Ademss, si V! < M es tal que V C V', la maximidad de V se tiene
que V'NU # 0, pero (V' NU)NN =V'Nn({UNN)=0. Por lo tanto N no es
esencial en V. O

Observacion 6.1.13. Sea N < M. Si U es un p.c. de N en M, V un p.c. de U
en M que incluye a N y W es un p.c. de V' que incluye a U entonces W = U.

Definicién 6.1.14. Un submdédulo N < M se llama esencialmente cerrado (o
simplemente cerrado) en M si no tiene extenciones esenciales distintas de N en
M.

Teorema 6.1.15. La coleccion de los submddulos de M que son p.c. en M son
exactamente los submddulos cerrados de M.

Demostracion. Si N es un p.c. en M entonces existe L < M tal que N es p.c.
de L en M. Supongamos que N <., N'. Por ser N p.c., se tiene que N'N L # 0.
Como N <, N’, 0 # NN (LN N'). Lo que implica que 0 # N N L. Esto es
una contradicciéon y por lo tanto N es cerrado. Reciprocamente si N no tiene
extenciones esenciales distintas de N dentro de M, entonces N es un p.c. de un
p-c. de él. O

Proposiciéon 6.1.16. Sean A, B < M tales que AN B = 0. Entonces B es un
p.c. de A en M siy sdlo st (A+ B)/B <. M/B.

Demostracion. =. Supongamos que ((A+ B)/B) N (U/B) = 0. Entonces (A +
B)NU = B pero (A+ B)NU = B+ (ANU) por lo tanto (ANU) C B, lo
que implica que ANU C ANB=0yasi ANU =0 pero B es p.c. de A en M
entonces B = U. Por lo tanto U/B = 0 lo que implica que (A+ B)/B <. M/B.

<. Supongamos que B < U < M tal que ANU =0

Siz € (A+B)NU entonces x =a+bcona€ A be Byxz e U asi que
a=x—bée& ANU lo que implica que a = 0 y por lo tanto x € B. Entonces
(A+B)NU C Basique (A+B)NU = B, ie. (A+B)/B)Nn({U/B) =0
pero como (A+ B)/B <. M/B entonces U = B. Por lo tanto B es p.c. de A en
M. O

6.2. Producto Fibrado y Coproducto Fibrado en
R-Mod

Para esta seccién, consideremos los siguientes dngulos en R-Mod.
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A—2->B B
wl ;s
M M ——N

P
Teorema 6.2.1. 1. Tomemos el angulo (p,«). Sea N = (M @ B)/U con
U:={(pla),—afa)) |a € A} ysean : M — N y 8 : B — N definidos
como P(m) = (m,0) + U y B(b) = (0,b) + U respectivamente. Entonces
(1, B) es el coproducto fibrado de (o, ).

2. Tomemos el angulo (¢, B). Sea A := {(m,b) | m € M b € B y p(m) =
Bb)} ysean ¢ : A - M y o : A — B definidos como o(m,b) = m
y a(m,b) = b respectivamente. Entonces (p,a) es el producto fibrado de

(1, B).

Demostracion. 1. Denotemos (m,b) a la clase (m,b) + U en N. Es claro que U
es submédulo de M @ B y que ¢ y 8 son R-morfismos. Ahora p(a) = (¢(a),0)
y Ba(a) = (0,a(a)). Como (p(a),0) — (0,a(a)) = (p(a),—ala)) € U, se tiene
que Yo = Ba.

Sea X un médulo y ¢ : M — X y 8/ : B — X morfismos tales que
B'a = ' ¢. Definimos ¢ : N — X como o((m,b)) = ¢'(m) + 5'(b). Notemos
que o((¢(a),—a(a))) = ¥'¢(a) — f'ala) = 0 ya que ¢'¢ = f'a. Por lo tanto o
estd bien definida. Por otro lado, ot(m) = o((m,0)) = ¢'(m) + 5'(0) = ¢'(m)
y oB(b) = o((0,b)) = ¢'(0) + B'(b) = B'(b), ie. o =o' y 08 = 3.

Supongamos que tenemos o’ : N — X tal que ¢/ = ¢’¢ y 3’ = o/. Entonces
(c—d)YW=0y (c—0")8=0.Asi que 0 = (6 — o")p(m) = (o — o’)((m, 0))
y 0= (0—0")B(b) = (o —0’)((0,b)) pero como {(m,0),(0,b) | m € M b € B}
generan N entonces (o —o’) = 0.

2. Tenemos que A < M & By ¢ y « son las restricciones de las proyecciones
canonicas, asi que son R-morfismos.

A—2=RB
lﬂ
P

©
M ——N

Sea Y un R-méduloy ¢’ : Y — M y &' : Y — B morfismos tales que Sa’ =
¢, Definimos 7 : Y — A como 7(y) = (¢'(y),d/(y)) € A ya que ¢’ = fa’.
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Es claro que 7 es un R-morfismo. Ahora, at(y) = a(¢'(y), o/ (v))

/

e7(y) = e(¢'(y), ' (y)) = ¢'(y) asi que a7 = o’ y o7 = ¢,

Supongamos que tenemos 7" : Y — A tal que o7’ = ¢’ y ar’ = /. Sea
(T=7")(y) = (m, b) entonces 0 = p(7—7")(y) = @(m,b) = my 0 = a(r—7")(y) =
a(m,b) = b. Como ¢ ni « son los morfismos 0 entonces (7 — 7')(y) = 0, por lo
tanto (1 —7') = 0. O

(y) y

Teorema 6.2.2. Sea (¢, 3) el coproducto fibrado de (p,«). Entonces:

1. Si « es un monomorfismo (resp. epimorfismo), entonces ¢ es monomor-
fismo (resp. epimorfismo).

Si @ es un monomorfismo (resp. epimorfismo), entonces B8 es monomor-
fismo (resp. epimorfismo).

2. Sea a un monomorfismo. Entonces Im1) es un sumando directo de N si y
solo si existe k : B — M tal que ¢ = ka.

Demostracion. 1. Sea o un monomorfismo y ¥(m) = (m,0) = 0, entonces existe
un a € A tal que (m,0) = (p(a), —a(a)). Asi que a(a) = 0, lo que implica que
a = 0. Por lo tanto m = ¢(a) = 0. Si ¢ es un monomorfismo la prueba es
simétrica. El caso de los epimorfismos se sigue de la Proposicién [£:4.4}

2 =-. Sean o un monomorfismo y supongamos que N = Im ) @ Ny. Entonces
1) tambien es un monomorfismo, asi que v induce un isomorfismo g : M —
Im. Sea m: N — Im1) la proyeccién candnica. Definimos k := Q/Jalﬂﬁ. Enton-
ces ka(a) = ¢y 'mhala) = vy mp(a) = vy m(p(a),0) = ¥y ' (0(a),0) = ¢(a).
Por lo tanto ka = .

<. Sea k: B — M tal que koo = . Tomemos & : N — M como &((m, b)) =
m+ k(b). Como &(p(a), —ala)) = p(a) — ka(a) = 0, £ estd bien definido y es un
R-morfismo. Se tiene que £¢(m) = £(m,0) = m, es decir, £ = Idy;. Entonces
por el Corolario (3), N =Imvy @ Keré. O

Teorema 6.2.3. Sea (p,a) el producto fibrado de (¢, 3). Entonces:

1. Si B es un epimorfismo (resp. monomorfismo), entonces p es epimorfismo
(resp. monomorfismo).

Si ) es un epimorfismo (resp. monomorfismo), entonces « es epimorfismo

(resp. monomorfismo).

2. Sea v un epimorfismo. Entonces Ker a es un sumando directo de A si y
solo si existe k: B — M tal que 8 = Yk.
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Demostracion. 1. Sean § un epimorfismo y m € M. Entonces existe b € B
tal que B(b) = v¥(m). Asi que (m,b) € Ay ¢(m,b) = m. Por lo tanto ¢
es un epimorfismo. Si @ un epimorfismo, la prueba es analoga. El caso de los
monomorfismos se sigue de la Proposicién [£.4.4]

2 =. Supongamos que 1 es un epimorfismo y que A = Kera @& Ay. Como
« también es un epimorfismo, se puede dar un morfismo «g : B — A definido
como ag(b) = (m,b). Definimos k = pag. Se tiene que Yx = § ya que Yr(b) =
Ypag(b) = Yp(m,b) = p(m) = B(m) porque (m,d) € A.

<. Sea k : B — M tal que ¥k = 3, entonces podemos definir £ : B — A
como £(b) = (k(),b). Ademds a€(b) = a(k(b),b) = b, es decir, af = Idg. Por
lo tanto, se tiene que A = Ker a @ Im ¢ por el Corolario (3) O

6.3. Modulos Inyectivos y Proyectivos

Teorema 6.3.1. Las siguientes condiciones son equivalentes para un modulo
RrQ:

(a) Todo monomorfismo & : Q@ — B se escinde.

(b) Para todo monomorfismo o : A — B y para todo R-morfimo ¢ : A — Q
existe un R-morfismo k: B — @ tal que ¢ = ka.

A>%> B
/
7/
k

Q

(¢) El funtor Hompg(-, Q) es exacto.

Demostracion. 1. (a)=-(b). Sea (¢, 3) el coproducto fibrado de (¢, ). Por el
Teorema [6.2.2} (1), v es un monomorfismo. Por hipétesis 1 se escinde. Asf que
por el Teorema[6.2.2](2) existe x: B — @ tal que ¢ = Ka.

(b)=(c). Sea

0—sA-topB 9. c o

una sucesién exacta corta. Apliquemos a esta sucesién el funtor Hompg/(-, Q),
entonces tenemos la sucesion exacta

0 —— Homp(C, Q) o Homp(B, Q) A Homp (A4, Q).

Basta demostrar que f* es suprayectiva. Sea ¢ € Hompg(A4,@). Como f: A — B
es un monomorfismo, por hipétesis existe x : B — Q tal que g = kf = f*(k).
(c)=(a). Sea ¢ : @ — B un monomorfismo. Consideremos la sucesién exacta

0 Q—+B—" Coker — 0.

Por hipdtesis la sucesion

0 — Hompg(Coker¢, Q) LA Hompg (B, Q) £ Homp(Q,Q) —=0
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es exacta. Entonces £* es suprayectiva, por lo cual existe § : B — Q tal que
£0 = Idg. O

Teorema 6.3.2. Las siguientes condiciones son equivalentes para un mddulo

RP,'
(a) Todo epimorfismo £ : B — P se escinde.

(b) Para todo epimorfismo i : B — C y para todo R-morfismo 8 : P — C
existe un R-morfismo X : P — B tal que 8 =¥\,

(¢) El funtor Hompg(P,_) es exacto.

Demostracion. (a)=-(b). Tomemos el producto fibrado (¢, ) de (¥, ). Por el
Teorema (Z ), a es un epimorfismo. Por hipotesis a se escinde, lo que im-
plica que existe A\ : P — B tal que 8 = 3\ por el Teorema(?).

(b)=(c). Consideremos la sucecién exacta

f g

0 A B C 0.

Aplicando el funtor Hompg (P, _) obtenemos la sucesién exacta

0 — > Homp(P, A) —> Homp(P, B) —~> Homg(P,C).

Basta probar que g. es suprayectiva. Sea f : P — C. Como g es sobre, por
hipétesis existe A : P — B tal que 8 : g\ = g.(\).
(¢)=(a). Sea £ : B — P un epimorfismo. Consideremos la sucesién exacta

0 Keré  >B—">p 0.

Entonces
0 — > Homp(P,Ker€) > Homp(P, B) —> Homp(P, P) — 0

es exacta. Por lo tanto existe w : P — B tal que Idp = éw. O

Definicién 6.3.3. 1. Se dice que un médulo gQ es inyectivo si satisface las
condiciones del Teorema [6.3.1]

2. Se dice que un médulo gP es proyectivo si satisface las condiciones del
Teorema

Proposicién 6.3.4. Sea P = @, P;. Entonces P es proyectivo si y solo si cada
P; es proyectivo.
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Demostracion. =. Sea f : A — B un epimorfismo y ¢ : P, - B. Como P
es proyectivo, existe A : P — A tal que S\ = ¢m; donde 7; : P — P; es
la proyeccién canénica. Sea n; : P, — @, P; la inclusién canénica. Entonces

BAn; = Ymion; = Yldp, = 1.

P
ni
P
AP,
P
Ao B

<. Sean 8 : A — B un epimorfismo y ¢ : P — B. Como P; es proyectivo
para cada i € I, existen morfismos A; : P; — A tales que S\; = ¢n; donde »;
son las inclusiones canédnicas de la suma directa. Por el Teorema[5.1.4] la familia
{\i} define un dnico morfismo A : P — A tal que A\; = \; para todo i € I.
Notemos que para cada i € I, BAn; = ¥n;. Por la unicidad que da el Teorema

tenemos que S\ = 1.

O

Teorema 6.3.5. Un mddulo es proyectivo si y solo si es isomorfo a un sumando
directo de un mddulo libre.

Demostracion. =. Sea P proyectivo. Por el Corolario existe F' libre y
un epimorfismo a : FF — P. Como P es proyectivo, a se escinde, es decir,
F=Kera® K. Pero K ZIma = P, por lo tanto P es isomorfo a un sumando
directo de un libre.

<. Por el Teorema[5.2.5 si F es libre entonces F' es proyectivo. Por lo tanto,
si P es isomorfo a un sumando directo de F' P es proyectivo por la Proposicion
6.3.4] . O

Corolario 6.3.6. Sea D un DIP. Entonces en D-Mod, P es proyectivo si y solo
st es libre.

Demostracion. =. Sea P proyectivo. Por el Teorema P es isomorfo a un
sumando directo de un libre, en particular es isomorfo a un submdédulo de un
libre. Usando la Proposicién tenemos que P es libre.

<. Todo libre es proyectivo. O
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Teorema 6.3.7 (de la Base Dual). Las siguientes condiciones son equivalentes
para un modulo P:

(a) P es proyectivo.

(b) Para toda familia {y;}; de generadores de P, existe una familia de mor-
fismos p; € Hompg(P, R) tales que:

(1) Para todo p € P, v(p) # 0 sdlo para un nimero finito de indices de
I.

(2) Para todope P,p="73;9i(p)yi

(¢c) Eziste una familia {y;}; de elementos de P y existe una familia {@;}; de
elementos de Hompg (P, R) que satisfacen (1) y (2) del inciso (b).

Demostracion. (a)=-(b). Tenemos que existe F' = @; Rx; libre y un epimorfis-
mo & : @; Rx; — P dado por {(>rx;) = Y riy;. Como P es proyectivo existe
A: P — @, Rx; tal que EX = Idp. Sea 7; : @; Rx; — Rx; = R la proyeccién
canénica. Ahora si a € @, Rz;, entonces a = Y m;(a)z;. Asi que para cada
peP,

p=E&XNp) = 5(2 Ti(A(p));) = Zﬂ'i()‘(p))g(xi) = Zﬂz(/\(P))yz

Tomando ¢; = m; A se tiene que p =Y ©;(p)y;.
(b)=(c). Es claro.

(¢)=(a). La condicion (2) nos dice que {y;}s es un conjunto generador de P.
Sea F' = @; Rx; donde Rx; = R paracada i € [ y £ : F — P el epimorfismo
dado por {(x;) = y;. Usando (1) definimos 7 : P — F como 7(p) = > ; ¢:i(p)x;.
Entonces {7(p) = €0, wi(p)zi) = >, vi(p)y; = p. Por lo tanto £ se escinde,
asi que F' = Keré @ Im 7. Como £ es suprayectiva, P = Im 7 y por lo tanto P
es un sumando directo de un libre. Lo que implica que P es proyectivo. O

Proposicién 6.3.8. Sea Q = [[; Q;. Entonces, Q es inyectivo si y sdlo si Q;
es inyectivo para todo i € I.

Demostracion. =. Sean a : A — B un monomorfismoy ¢ : A — @Q; un R-
morfismo. Consideremos 7; : Q; — @ Q; la inclusién candnica, o la inclusién
de la suma directa en el producto y m; : [[; @i — @Q; la proyeccién canénica.
Como @ es inyectivo existe k : B — @ tal que ka = on;p.
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Entonces m;x es el morfismo requerido ya que mjka = mion;0 = Idg, ¢ = .

A>—< s> B

D Qi

[1Q:

Us

Qi

<. Sea a: A — B un monomorfismo y ¢ : A — @ un R-morfismo. Como Q);
es inyectivo para cada i € I, existen morfismos k; : B — Q; tales que k;a = m;0
para toda ¢ € I, donde 7; son las proyecciones candnicas. Por el Teorema [5.1.3]
tenemos que la familia de morfismos {k;} definen un inico morfismo s : B — @
tal que m;k = K;. Entonces m;xka = m;o y por la unicidad de k se tiene que
Ko = .

s

Qi

Teorema 6.3.9. Un Z-mddulo es inyectivo si y sdlo si es divisible.

Demostracion. =. Supongamos que 7@ es inyectivo. Sean 0 # 29 € Z, qo € @
e i:Zzy — Z la inclusién canénica. Definimos ¢ : Zzo — @ como p(nzy) = nqo
que es un Z-morfismo. Como @ es inyectivo, existe x : Z — @ tal que ki = ¢.
Asi que zpk(1) = k(20) = ¢(z0) = qo- Por lo tanto z0Q = @, lo que implica que
@ es divisible.

<. Se sigue del Teorema [5.3.10 O

Lema 6.3.10. Sea R un anillo. Si zD es divisible, entonces el R-mddulo iz-
quierdo Homy(Rpg, D) es inyectivo.



54 CAPITULO 6. MODULOS PROYECTIVOS E INYECTIVOS

Demostracion. Sean o : A — B un R-monomorfismo y ¢ : A — Homgz(Rg, D)
cualquier R-morfismo. Definimos ¢ : Homz(Rpg, D) — D como o(f) = f(1), el
cual es un Z-morfismo. Asi que tenemos un Z-morfismo op : A — D. Por lo
tanto existe un Z-morfismo 7 : B — D tal que 7a = op.

Definimos « : B — Homg(Rg, D) como k(b)(r) = 7(rb) el cual es un R-
morfismo. Entonces

ra(a)(r) = 7(rafa)) = T(a(ra)) = op(ra) = ¢(ra)(1) = re(a)(1) = ¢(a)(r).

Por lo tanto ka = ¢, lo que implica que Homz(Rg, D) es inyectivo.

rA>———"——> pB

O

Teorema 6.3.11. Para todo R-modulo M existe un monomorfismo ¢ : M — @Q
con @ un R-mddulo inyectivo.

Demostracion. Sea M un R-moédulo. Visto M como grupo abeliano existe un
monomorfismo p : zM — 7D con D divisible por el Teorema|5.3.3] Definimos p :
rM — grHomy(R, D) como p(m)(r) = pu(rm) que es un R-morfismo. Ademds
si p(m) = 0, entonces p(m)(r) = 0 para todo r € R. Asi u(rm) = 0 para todo
r € R, en particular u(m) = 0 pero p es monomorfismo lo que implica que
m = 0. Por lo tanto p es un monomorfismo. O

Corolario 6.3.12. Un mddulo rQ es inyectivo si y solo si QQ es isomorfo a un
sumando directo de Homy(Rg, D) para algin 7D divisible.

Demostracion. =. Por el Teorema [6.3.11] existe un monomorfismo de @ en
Homy (R, D) para algtin 7D divisible y este monomorfismo se escinde porque @
es inyectivo. Por lo tanto @ es isomorfo a un sumando directo de Homyz(Rg, D).

<. Se sigue por la Proposicion [6.3.8 O

Lema 6.3.13. Sip : M — N es un monomorfismo entonces existen un R-
mddulo N' tal que M < N' y 7 : N' — N un isomorfismo tal que si i es la
inclusion de M en N' 1i = p.

Demostracion. Sea L un conjunto tal que |L| = |[N — p(M)| y LN M = (. Sea
B: L — N — p(M) una biyeccién. Definimos N' = LUM y 7: N’ — N como
T(m)=p(m)sime My7(l)=p(1)sile L.

Le damos estructura de R-modulo a N’ de la siguiente manera: sean z,y € N’
y r € Rentonces z +y = 7 X(7(x) + 7(y)) y rz = 771 (r7(z)). Con estas
operaciones 7 es un isomorfismo. O
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Observacion 6.3.14. Con el Lemal[6.3.13]y el Teorema[6.3.11] tenemos que todo
R-médulo es submédulo de un inyectivo.

Teorema 6.3.15 (Criterio de Baer). Un R-mddulo Q es inyectivo si y sélo si
para todo I < R ideal izq. y todo R-morfismo ¢ : [ — Q existe n: R — Q tal
que mi = @, donde i : I — R es la inclusion candnica.

Demostracion. Sea o : A — B un monomorfismo y ¢ : A — @ un morfismo.
Consideremos el conjunto I' = {(C,v) | C < B, v: C — @ tal que ya = ¢}. Se
tiene que T' # 0 ya que (Ima, o) € T con ay = a correstringida a su imagen,
que es un isomorfismo. Ademaés I' es un COPO, donde el orden estd dado de la
siguiente manera: (C,v) < (D,n) si y sélo si C < D y n|c = . Por el Lema
de Zorn, T' tiene maximos. Sea (C,~) un méximo en I'. Supongamos que existe
0#be B—Cytomemos C+ Rb. Si C'NRb= 0 se contradiria la maximalidad
de (C,~) ya que ¢ se podria extender a C' @ Rb. Supongamos que CNRb # 0y
concideremos (C : b) = {r € R|rb e C} < R que es distinto de cero. Entonces
tenemos un R-morfismo (_-b) : (C' : b) — C dado por (--b)(r) = rb. Por
hip6tesis existe 7 : R — @ tal que 7i = ~(_- b). Definimos v; : C + Rb — Q
como 1 (c+1b) = v(c)+7(r). Notemos que v1|¢c = 7. Entonces (C+ Rb,y1) € T’
pero (C,7) < (C'+ Rb,v1) lo que es una contradiccién. Por lo tanto C = By Q
es inyectivo. El regreso es obvio. O

6.4. Capsulas Inyectivas y Cubiertas Proyecti-
vas

Definicién 6.4.1. Un monomorfismo 7 : M — @ es una cdpsula inyectiva de
M si @ es inyectivo y  es un monomorfismo esencial.

Definicién 6.4.2. Un epimorfismo & : P — M es una cubierta proyectiva de
M si P es proyectivo y £ es un epimorfismo superfluo.

Ejemplo 6.4.3. (I) Sii : Z — Q es la inclusién canénica, entonces i es
capsula inyectiva de Z ya que Z <. Q.

(IT) Considere el anillo R = Z,4. Entonces R es una cubierta proyectiva de 2Z4.

Lema 6.4.4. 1. Sin; : M; — Q; es capsula inyectiva de M; con 1 < i <n
entonces @ n; : By, M; — D, Q; es capsula inyectiva de @ M;.

2. Si & : P, — M; es cubierta proyectiva de M; con 1 < i < n entonces
D& P, P — D, M; es cubierta proyectiva de @ M;.

Demostracion. Se sigue de que la suma directa preserva monomorfismos y epi-

morfismos (Proposicién |5.1.7), v de los Lemas y O

Teorema 6.4.5. Si ¢ : M7 — My es un isomorfismo, n1 : M1 — Q1 es una
capsula inyectiva de My y g : Mo — Q2 es un monomorfismo, entonces existe
P 1 Q1 — Q2 monomorfismo que se escinde y tal que nap = Y. Definiendo
n, © My — Imv se tiene que nfy es capsula inyectiva de My. Ademds ¢ es
isomorfismo si y solo si ny es cdpsula inyectiva.
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2 /

Q2

Demostracion. Como @2 es inyectivo existe ¢ : Q1 — Q2 tal que ¥n; = n20.
Notemos que Ker yNImn; = 0 ya que 12 es monomorfismo. Como Imn; <. Q1,
Kery = 0. Por lo tanto ¥ es un monomorfismo. Ahora, como @5 es inyectivo, 1
se escinde. Asi que Im v es sumando directo de ()2, lo que implica que Im v es
inyectivo. Notemos que Imny C Im ya que si z € Imn, existe y € M tal que
x = n2(y) pero ¢ es isomorfismo, asi que existe z € M; tal que p(z) = y. Enton-
ces © = map(z) = Ym1(z) y por lo tanto = € Im). Tomemos 72 correstringida
a su imagen, i.e., 0y : My — Ime y ¢ también correstringida a su imagen, ' :
Q1 — Im1, que es un isomorfismo. Ademds ¢'n; (M) = nhe(My) = nh(Ma),
asi que 01 (My) = '~ (nh(Ms)). Como 11 (M) <. Q1 y ¥’ es un isomorfismo,
' (m (My)) <e Imp. Pero ¢'ny (My) = nh(Ms) y por lo tanto Im n}, <, Im . Lo
que implica que 7 es cdpsula inyectiva de Ms.

Si ¢ es isomorfismo entonces 05 = 7, asi que 72 es cdpsula inyectiva de Mo.
Reciprocamente, si 75 es capsula inyectiva de Ms, entonces Imn, <. Q2 pero
Imn, < Im lo que implica que Imy <, Q2. Como Im es sumando directo
de Q2, Imy = Q5. Por lo tanto 1 es isomorfismo. O

Teorema 6.4.6. Si ¢ : M7 — My es un isomorfismo, & : P, — M; es un
epimorfismo y & @ P, — My es una cubierta proyectiva, entonces eziste v :
P, — P epimorfismo que se escinde y tal que &0 = p&1. Si P = Kery @ Py
definiendo & = &1|p, se tiene que & es cubierta proyectiva de My. Ademds )
es isomorfismo si y solo si & es cubierta proyectiva.

Py
/
/ &1
/
/
111/ M1
/
/
/ Y
¥
Py e My

Demostracion. Como P; es proyectivo, existe 1 : P| — P tal que &9 = ¢&;.
Tenemos que Im1) + Keréy = P, ya que si @ € Py entonces &(x) = ¢&1(y)
para algin y € P; y ¢&1(y) = &(y). Asi que © — ¢¥(y) € Ker&. Entonces
x=(z—¥(y))+ ¥(y). Pero Ker&s << P,. Por lo tanto Im ) = P, es decir, ¢
es un epimorfismo. Como P, es proyectivo, ¥ se escinde i.e. Py = Kery @ Py y
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podemos tomar & = &|p,. Ahora si ¢(z) = 0, entonces 0 = &Y(z) = &1 ().
Como ¢ es monomorfismo, & () = 0. Por lo tanto Ker ¢ < Ker&;. Si my € M,
entonces existe k +p = x € P con k € Kery y p € Py, tal que m; = & (x)
pero &1 () = &' (p). Por lo tanto &) es suprayectiva. Sea 9’ = 9| p,. Entonces 1)’
es un isomorfismo y €] = &', Asi que & = p~1&1)". Se sigue que Ker &) =
W (Kerplez) = o/~ (& (Ker o)) = '~ (&51(0)) = ¥/~ (Ker &). Como
el Keré, << Py, Ker¢] << Py por el Lema[6.1.4] Por lo tanto & es cubierta
proyectiva de M;. Si ahora tenemos que ¢ es un isomorfismo entonces & = ¢&.
Asi que &; es cubierta proyectiva de M;. Reciprocamente, si & es cubierta
proyectiva de M; entonces Ker&; << P;. Como Kery < Ker&;, Kery << Py
pero Ker ¥ es sumando directo de P;. Por lo tanto Ker ¢ = 0. En consecuencia,
1) es un isomorfismo. O

Observacion 6.4.7. Como consecuencia de los Teoremas y tenemos
que la cdpsula inyectiva y la cubierta proyectiva (si existe) de un médulo M, es
Unica salvo isomorfismo.

Teorema 6.4.8. Todo R-mddulo M tiene cdpsula inyectiva.

Demostracion. Sea M un R-médulo. Por el Teorema [6.3.11] existe un mono-

morfismo g : M — @ con @ inyectivo. Sea A = pu(M) < Q. Sean A’ un

pseudocomplemento de A y A” un pseudocomplemento de A’ tal que A C A”.

Entonces A <, A” y A’ y A” son pseudocomplementos uno del otro.
Definimos

a:Q— Q/A ®Q/A" como alq) = (q+ A ,q+ A")

B:A DA -5 Q/A ®Q/A" como B(a' +ad")=(a"+A,d + A").

Seai: A’ ® A" — Q la inclusién candnica. Entonces ai = 8y Im 3 C Ima.
Ahora si f(a’ +a”) =0, es decir, ("' + A",a’ + A”) = (0+ A’,04+ A”), entonces
a e A'NA" =0y a’ € A/nA” = 0. Por lo tanto 3 es monomorfismo. Si a(q) =
0, es decir, (¢+ A’,q+ A”) = (0+ A’,0+ A”), entonces ¢ € A’ N A” = 0. Por lo
tanto a es monomorfismo. Como @ es inyectivo, « se escinde. Por la Proposicién
tenemos que (A" + A")/A' <, Q/A"y (A’ + A")/A" <. Q/A". Entonces
Imp = (A" + A JA & (A + A") /A" <. Q/A" ® Q/A"” pero ImfB C Ima y
a se escinde lo que implica que Ima = Q/A’ ® Q/A”. Por lo tanto « es un
isomorfismo.

SeaqeQy(g+A,0+A") e Q/A @ Q/A". Como « es suprayectiva, existe
q € Q tal que a(q’) = (g+A’,0+ A”). Entonces (¢ + A',¢' + A") = (¢q+ A", 0+
A", lo que implicaque ¢ € A" yq—q¢ € A/. Asiq=(q—¢)+¢ € A/ A".
Por lo tanto Q = A’ @ A", 1o que implica que A” es inyectivo. Tomemos ' igual
a u correstringida a A”, es decir, u’ : M — A”. Entonces p’ es cdpsula inyectiva
de M. O

Definiciéon 6.4.9. A un monomorfismo esencial o : A — B le llamamos una
extension esencial de A. Decimos que « es extension esencial mdzrima de A si
toda extension esencial de B es un isomorfismo.

Teorema 6.4.10. Sea v : M — W un monomorfismo. Entonces, v es capsula
imyectiva de M si y solo si v es extencion esencial mdzima de M.
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Demostracion. Supongamos que W es inyectivo, 7y es esencial y que 5 : W — B
es un monomorfismo esencial. Como W es inyectivo 8 se escinde, es decir, W =2
B(W) es sumando directo de B. Pero, 5(B) <. B. Entonces S(W) = B. Por lo
tanto 3 es un isomorfismo.

Ahora supongamos que v es extensiéon esencial maxima. Si o : M — @
es capsula inyectiva de M, entonces existe § : W — @ tal que Sy = «. Sea
z € Im~ N KerS. Entonces existe m € M tal que y(m) = x y por otro lado
B(xz) = 0. Asi, 0 = By(m) = a(m), pero a es monomorfismo. Por lo tanto
m=0y y(m) =2 =0. Como Im~vy <, W, Ker 8 = 0. Ademés Ima C Im S y
Ima <. @, por lo tanto Im 8 <, Q. Esto implica que § es extensién esencial de
W, pero vy es extension esencial maxima asi que S es isomorfismo. Por lo tanto
W es inyectivo y v es capsula inyectiva. O

Como hemos visto todo R-médulo tiene cdpsula inyectiva. Desgracidamente
no es cierto que todo R-médulo tenga cubierta proyectiva como muestra el
siguiente ejemplo.

Ejemplo 6.4.11. Consideremos la categoria Z-Mod. Sea 0 # n € Z. Considere-
mos el Z-médulo Z/nZ. Supongamos que & : P — Z/nZ es cubierta proyectiva.
Como estamos en Z-Mod, P = Z(X) para algiin conjunto X. Al ser Z proyectivo,
existe o : Z — Z) tal que 7 = &a.

~
P
4 ™
-
4

7% — Z/nZ

Como £ es un epimorfismo superfluo y 7 es epimorfismo, « es epimorfismo. Esto
implica que el nicleo de o es sumando directo de Z, pero Z no tiene sumandos
directos no triviales, por lo tanto Kera = 0. Asi o es un isomorfismo. Por lo
tanto Z(X) =~ Z. Esto no puede ser si |X| > 1, ya que en Z todo submddulo
es esencial. Por lo tanto |X| = 1. Entonces 7 : Z — Z/nZ es un epimorfismo
superfluo, pero el inico submdédulo superfluo de Z es 0. Por lo tanto m es un
isomorfismo, que es una contradiccién. Por lo tanto Z/nZ no tiene cubierta
proyectiva.

Existen anillos en los cuales todo médulo tiene cubierta proyectiva. A estos
anillos se les llama perfectos y seran estudiados en el Capitulo

6.5. Ejemplo de una capsula inyectiva

En esta seccién calcularemos una cépsula inyectiva de un anillo finito usando
el Teorema [6.3.11] Considere el siguiente anillo

{5 ) 1eesen)

con las operaciones usuales de matrices y del Zo-mdédulo Zo & Zo. A este anillo
se le llama la extenston trivial del Zo por Zo®Zs y se denota como Zo X Zo & Zio.
El anillo R es un anillo conmutativo finito con 4 ideales no triviales:

S ={(5"%"), (%)}
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S ={(5 D), (5%}
Sy =1{(5 D), (5%)}

T={(5O2), (9% ) (5% (5%}

La reticula de ideales de R se ve de la siguiente manera

R

Notemos que I es esencial en R, entonces una capsula inyectiva para R es una
capsula inyectiva para I. Por el Teorema la cdpsula inyectiva E(I) de I
tiene que ser isomorfa a la cdpsula inyectiva E(R) de R. Entonces lo que nos
interesa calcular es la cdpsula inyectiva de uno de los ideales simples S7, S5 0 S3
yaque I = S;@®S5; coni # j. Como grupo abeliano S es isomorfo a Z,. Notemos
que hay un monomorfismo esencial de grupos abelianos Zy < Za~ y que Zgso
es divisible. Por el Lema [6.3.10] Homz (R, Za~) es un R-médulo inyectivo y
por el Teorema [6.3.11} existe un R-monomorfismo S; — Homz(R, Zy~ ). Como
cada elemento de R tiene orden 2 y en Zs~ solo hay un elemento de orden 2,
digamos ¢, todo morfismo f € Homy (R, Z2 ) se factoriza a través del submodulo
Zc S Zgoo .

R—1s 7y

N

Se tiene que Zc = Zs como grupos abelianos, asi que solo tenemos que describir
Homy(R, Zs). Para esto notemos que R = Zy @ Zs @ Zy como grupos abelianos.
Por lo tanto

Homy (R, Z2) = Homy(Zo ® Zo ® Za, Z2)
&= El’ldz(ZQ) b Endz(Zg) ) Endz(Zg) &= M1X3(22)7

donde M «3(Zs) es el grupo abeliano de matrices de 1 x 3 con coeficientes en Zs.
Veamos como es esta acciéon. Consideremos (u, v, w) € Myx3(Z2) y (g (Il’)y)) €
R. Entonces

(u,v,w) (g(zl’)y)) =ua+ vz +wy € Zs.

El monomorfismo de grupos abelianos p : S1 < Zs~ estd dado por

H((81)) =
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Siguiendo la prueba del Teorema/|6.3.11} el monomorfismo £ : S7 — Homy (R, Za)
se calcula como

8 () =m (84 ) =) = {0 3 02

csia=1

Como Zc = Zs mandando ¢ a 1, tenemos que & (8 (160)) como morfismo de R a
Zs se calcula como

0sia=0
(e (N -{) 5

1 sia=1

Por otro lado
(1,0,0) (2 =¥)) =1a+ 0+ 0 =a.

Esto implica que bajo el isomorfismo Homgz (R, Zas~) = Mix3(Z2), §(8 (160))
corresponde a (1,0,0). Ahora describiremos la estructura de R-médulo izquierdo
de M;x3(Z2). Sea (‘5 (I(f’)) € Ry (m,n,w) € Myx3(Zz). Asi

(67 on] (5 47) = (g 57) (6 2)]

ab
— (m,n,w) ab (av +bx,au +by)\ _ (m,n,w) | av + ba
0 ab
au + by

= mab + n(av + bz) + w(au + by) = b(ma + nz + wy) + v(na) + u(wa).

Por lo tanto

(a (z,y)

0 . >-(m,n,w):(am+xn+yw,an,aw).

Con esta accién podemos ver que
0 (1,0) _
(O 0 ) '(OaLO) - (170,0)

: (07 170) = (17070)

o o
—
—

o~
(=)}
=

-(0,0,1) = (1,0,0)

-(0,1,1) = (1,0,0)

o s}
—~
—

(el
(=)
~

-(1,0,1) = (1,0,0)

(8 (1(,)0)) (L 1.1) = (1,0,0)

Usando la Proposicién tenemos que & : S1 — Homyg (R, Zaw ) = Mix3(Zs)
es un monomorfismo esencial, por lo tanto My x3(Z2) es la cédpsula inyectiva de

o
o~

N
o O
~—~
=)
o~
—_
S~—
N~ N N~

N -~ N
o
—~
—
(e}
S—
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Sy. Al principio del ejemplo notamos que E(R) = E(I) y que I 2 .51 ® S;. Por
lo tanto una capsula inyectiva del anillo R es E(S1) @ E(S1) = Mix3(Z2) @
Mix3(Z2).

S @S ——=R

ci -7
27 ¢

M y5(Za) & Mix3(Zs)

I =5,8S53y 53 2.5;. Tenemos que la inclusiéon candnica 7 es un monomorfis-
mo esencial y ¢ también es un monomorfismo dado por ¢ ((§ 42), (9 ©@D)) =
((1,0,0),(1,0,0)). Por lo tanto, ¢ es un momorfismo esencial. Podemos ver que

¢ estd definido como
(5 =) = ((@,0,0), (y,0,0)).

Veamos que ¢ es un R-morfismo.

6 )6 )

ab
= ((av + bz, ab,0), (au + by, ab,0))

_ (8 (a;,y)> ((v,b,0), (u,b,0))

= (ab (av + bx,au + by)
¢ 0

a

“(6 )l )

Asi ¢ : R — Myx3(Z2) ® Myx3(Zs) es una cépsula inyectiva del anillo R.

6.6. Generadores y Cogeneradores de R-Mod

Definicién 6.6.1. Sean A y B en R-Mod. Definimos
Im(A, B) = Z{Imgo | ¢ € Hompg (A4, B)}

Ker(4,B) = ﬂ{Kercp | ¢ € Homp (A, B)}

Definicién 6.6.2. Decimos que un R-médulo G es generador de R-Mod si para
todo M en R-Mod se tiene que Im(G, M) = M.

Definicién 6.6.3. Decimos que un R-médulo C' es cogenerador de R-Mod si
para todo M en R-Mod se tiene que Ker(M,C) = 0.

Ejemplo 6.6.4. El moédulo gR es generador de R-Mod. Esto es porque si
tomamos un R-médulo M y m € M entonces podemos considerar el morfismo
(com):R— M. Asi, m = (_-m)(1) € Im(R, M). Por lo tanto M = Im(R, M).

Lema 6.6.5. 1. Sea G un generador. Si A es un mddulo tal que Im(A, G) =
G, entonces A es un generador.

2. Sea M un R-mddulo. Si existe un epimorfismo de M en R, entonces M
es un generador.
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3. Sea C' un cogenerador. Si D un mddulo tal que Ker(D,C) = 0, entonces
D es un cogenerador.

Demostracion. 1. Sea M un médulo. Consideremos

Z{Imhg | h € Homp(G, M) g € Homg(A,G)} = Zh(lmg)

=> ) Img)=> h(G)=> Imh=DM.

Por otro lado,
> {Imhg | h € Homp(G, M) g € Homp(A,G)} C Im(A, M).

Por lo tanto Im(A4, M) = M, es decir, A es generador.

2. Si tenemos un epimorfismo de M en R entonces Im(M, R) = R. Como R
es un generador aplicamos el inciso anterior.

3. Sea M un moédulo. Tenemos que

Ker(D, M) C [\{Ker fg | g € Homg(D,C) f € Homg(C, M)} C Ker(D,C) = 0.
Por lo tanto D es cogenerador. O

Teorema 6.6.6. G es un generador si y sélo si para todo 0 # h € Homp (M, N)
existe f € Homg(G, M) tal que hf # 0.

Demostracion. =. Sea 0 # h € Hompg(M, N). Entonces h(m) # 0 para algin
m € M. Como G es un generador, m = Zle fi(a;) con f; € Hompg(G, M).
Luego 0 # h(m) = h(z:f:1 fila;)) = Zf:l h(fi(a;)). Asi que hf;(a;) # 0 para
algtin i € {1,...,k}. Por lo tanto hf; # 0.
<. Supongamos que Im(G, M) < M para algin médulo M. Entonces M/ Im(G, M) #

0. Sea m: M — M/Im(G, M) la proyeccién candnica. Por hipétesis existe f €
Homp (G, M) tal que wf # 0. Entonces existe g € G tal que f(g9) ¢ Im(G, M)
lo que implica que Im(f) no esta contenida en Im(G, M). Contradiccién. O

Teorema 6.6.7. C' es un cogenerador si y solo si para todo 0 # g € Hompg(L, M)
existe f € Homg(M,C) tal que fg # 0.

Demostracion. =. Sea 0 # g € Hompg(L, M). Entonces existe | € L tal que
g(1) # 0. Como C es cogenerador, i.e. [[{Kery | ¢ € Hompg(M,C)} = 0, existe
f € Homp(M,C) tal que f(g(l)) # 0.

<. Supongamos que Ker(M, C) # 0 para algtin M. Tomemos i : Ker(M,C) —
M la inclusién canénica. Por hipétesis, existe f : M — C tal que fi # 0. Asi
que, Ker(M, C) no esta contenido en Ker(f). Contradiccién. Por lo tanto
Ker(M,C) =0 U

Lema 6.6.8. Sea {A;}; una familia de R-mddulos. Entonces para todo morfis-
mo Y : @ A; — M se tiene que Imp = > Imepn,;, donde n; : A; — @ A; son
las inclusiones candnicas.

Demostracion. Cada elemento (a;); € € A; se ve de la forma > n;(a;). En-
tonces ¥ ((a;)1) = v (O ni(a;)) = > ¥(ni(a;)). Por lo tanto, Imp C > Imym;.
Reciprocamente, si m € >, Imymn;, entonces m = > ym;(a;) = (3> mi(a;)) =
¥((a;)1). Por lo tanto > Imtm; C Imp. O
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Teorema 6.6.9. Son equivalentes para un modulo G:

a) G es un generador

(
(b

Toda suma directa de copias de G es un generador

Una suma directa de copias de G es un generador

(c

)
)
)
(d) Todo médulo M es una imagen epimorfica de una suma directa de copias
de G

Demostracion. 1= 2. Supongamos que G es un generador y tomemos G(X). Sea
7 : GX) — G una proyeccién canénica. Como 7 es suprayectiva, Im(GX),G) =
G. Asf que por el Lema(l) se tiene que GX) es generador.

2= 3. Es obvio.

3 = 1. Supongamos que GX) es un generador con X un conjunto. Sea
0 # pu € Hompg(M, N). Como GX) es generador, por el Teorema existe
w0 GX) = M tal que pp # 0. Asi existe i € X tal que ppn; # 0y o €
Homp(G, M). Por lo tanto G es un generador.

1 = 4. Tomemos GHomr(GM)) ¢ definimos 1 : GHomr(GM) . M como
¥(g,) = > ¢(gy). Como G es generador, Imy = M, i.e., ¢ es un epimorfismo.

4 = 1. Supongamos que existe un conjunto X y ¢ : GX) — M un epimor-
fismo. Para cada i € X tenemos ¢n; : G = My M = Imv¢ = > Imyn; C
Z@eHomR(G’M) Im ¢ C M. Por lo tanto G es un generador. O

Corolario 6.6.10. G es un generador si y sélo si para todo P proyectivo eziste
un conjunto X tal que P es isomorfo a un sumando directo de G,

Demostracion. =». Sea P proyectivo. Por el Teoremal[6.6.9} existe X un conjunto
y ¢ : GX) — P un epimorfismo. Como P es proyectivo, este epimorfismo se
escinde. Por lo tanto P es isomorfo a un sumando directo de G(¥).

<. Sea M un médulo. Sabemos que existe un epimorfismo v : L — M con
L libre. Como los libres son proyectivos, existe X un conjunto tal que L es
isomorfo un sumando directo U de GX). Por lo tanto tenemos el epimorfismo
i donde 7 : GX) — U = L es la proyeccién. Por el Teorema [6.6.9] tenemos
que G es un generador. O

Lema 6.6.11. Sea {A;}; una familia de mddulos. Entonces para todo morfismo
M — [, A; se tiene que Kervy = (), Ker m;1, donde m; son las proyecciones
canonicas.

Demostracion. Si m € Ker se tiene que m;¢h(m) = 0 para todo i € I. Por lo
tanto m € (Kerm;ep. Si m € (Kerm;), implica que m;1)(m) = 0 para toda
i € I. Asi que la i-ésima componenete de ¥(m) es cero. Por lo tanto ¢(m) = 0
es decir, m € Ker . O

Teorema 6.6.12. Son equivalentes para un mddulo C':
(a) C es cogenerador
(b) Todo producto directo de copias de C es cogenerador

(¢) Un producto directo de copias de C' es cogenerador
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(d) Todo mddulo M se mapea monomorficamente en un producto directo de
copias de C'

Demostracion. 1= 2. Sean C un cogenerador y CX un producto de copias de
C.Sin:C — CX es una inclusién candnica, entonces Ker(C,CX) = 0. Por el
Lema M(Z’)) se tiene que CX es cogenerador.

2 = 3. Es obvio.

3 = 1. Supongamos que CX es un cogenerador para algtin conjunto X. Si
0 # X\ € Hompg(L, M), entonces por el Teorema existe ¢ : M — CX tal
que A # 0. Entonces existe ¢ € X tal que m;pA # 0.

1= 4. Tomemos el producto CHomr(M.C) Definimos 1) : M — CHomr(M.C)
como ¥(m) = ((¢(m)),). Sim € Ker 1, entonces ((¢(m)),) = 0. Lo que implica
que m € Ker g para toda ¢ € Hompg(M,C) pero C es cogenerador entonces
m = 0. Por lo tanto 1 es monomorfismo.

4 = 1. Si existe un monomorfismo 1) : M — CX, entonces por el Lema
[6.6.11]0 = Ker v = (N Ker m1p 2 Ker ¢ con ¢ € Hompg(M, C). Por lo tanto C es
cogenerador. O

Corolario 6.6.13. C es cogenerador si y sélo si todo modulo inyectivo Q) es
isomorfo a un sumando directo de CX para algin conjunto X.

Demostracion. =». Sea @ inyectivo. Por el Teorema[6.6.12] existe un monomor-
fismo o : Q — CX para algtin conjunto X. Como @ es inyectivo a, se escinde,
es decir, Q es isomorfo a un sumando directo de CX.

<. Sea M un médulo. Entonces existe un monomorfismo a: M — @ con @
inyectivo. Por hipétesis existe un conjunto X tal que @ es un sumando directo de
CX. As que, si i es la inclusién de Q en C¥, entonces tenemos un monomorfismo
joa : M — CX. Por el T 6.6.12) C d O
o M — . Por el Teorema |6.6.12] C' es cogenerador.

Teorema 6.6.14. Sea C un R-mddulo. Entonces, C es cogenerador si y solo si
C contiene una copia isomorfa de la cdpsula inyectiva de cada R-mddulo simple.

Demostracion. =. Sea S simple y F(S) su cépsula inyectiva. Por hipdtesis,
N Ker¢ = 0 con ¢ € Hompg(E(S),C). Asi que no puede pasar que S C Ker ¢
para todo ¢ € Hompg(E(S), C). Por lo tanto existe ¢ tal que S no esta contenido
en Kery y como S es simple S N Keryp = 0. Pero S <. E(S), por lo tanto
Kerp = 0.

<.Sea 0 # M y 0 # m € M. Tomemos Rm < M, como Rm es finita-
mente genenerado, existe A < Rm méximo y asi Rm/A es simple. Por hipotesis
E(Rm/A) C C. Adem4s tenemos un morfismo « : Rm — E(Rm/A) dado por la
proyeccién canénica y la cédpsula inyectiva. Como E(Rm/A) es inyectivo, existe
g: M — E(Rm/A) tal que gi = oy g(m) # 0. Tomemos ¢ = jg donde j
es la inclusién de E(Rm/A) en C. Entonces ¢ € Homg(M,C) y ¢(m) # 0
asi que m ¢ Ker p. Como esto pasa para todo 0 # m € M, ((Keryp = 0 con
¢ € Hompg (M, C). Por lo tanto C' es cogenerador. O

Observacion 6.6.15. Si pS y rT son simples un morfismo ¢ : S — T es cero
o es isomorfismo. Para 0 # s € S, tenemos el morfismo _-s : R — S que es
distinto de cero y suprayectivo ya que S es simple. Entonces S 2 R/ Ker_- s.
Esto implica que todo simple es isomorfo a un cociente del anillo y por lo tanto la
coleccién de las clases de equivalencia de los médulos simples salvo isomorfismo,
es un conjunto. Denotaremos por R-simp a un conjunto de representantes de
modulos simples salvo isomorfismo.
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Corolario 6.6.16. El R-mddulo @p_g,, £(S) es un cogenerador de R-Mod.
Demostracion. Directo del Teorema [6.6.141 O

Teorema 6.6.17. Sea C' un R-modulo. Entonces, C es un cogenerador si y sélo
si C' contiene una copia de @p_ .y, E(S5).

Demostracién. =». Por el Teorema [6.6.14] E(S) < C para todo S € R-Simp.
Notemos que si S N ZS¢T€R75imP T # 0 entonces, S N ZS¢T€R75imPT =5.
Esto implica que T < S para cada T # S, lo que es una contradiccion.
Por lo tanto 35 iy S = @Dr_gimp S+ Por la Proposicion tenemos
®R—simp E(S) < C.

<. Por el Teorema [6.6.14] O

Ejemplo 6.6.18. En Z-Mod, el grupo abeliano Q/Z es un cogenerador inyec-
tivo.

Teorema 6.6.19. Sea C un R-mddulo. Entonces, C' un cogenerador si y so-
lo si para un morfismo a : A — B tal que Hompg(a,C) : Hompg(B,C) —
Hompg (A, C) es sobre se tiene que « es inyectivo.

Demostracion. =. Como C es cognerador, 0 = ([{Kerp | ¢ : A — C}. Por
hip6tesis Hompg(«, C') es un epimorfismo, asi que todo ¢ : A — C' es de la forma
1a para algin ¢ : B — C. Por lo tanto

Ozﬂ{Kergp\@:A%C}:ﬂ{KeM/}a\zﬂ:B%C}

= ﬂ{a_l(Kerw) | :B— C}>Kera.

Por lo tanto « es inyectivo.

<. Sea M un R-médulo. Consideremos el producto CHomr(M.C)  Definimos
o M — CHomr(MC) como a(m) = (p(M)) peHomn (M,0)-

Sea ¢ : M — C' y consideremos la proyeccién my : CHomr(M.C) _,
Entonces ¢ = mya, es decir, Hompg(a, C) es suprayectiva. Por hipéteis a es
inyectiva. Por el Teorema [6.6.12| C' es un cogenerador. O

Corolario 6.6.20. Sea Q un cogenerador inyectivo y o : A — B un morfismo.
Entonces « es inyectiva si y solo si Hompg(a, Q) es suprayectiva.

Demostracion. =. Sea ¢ : B — @. Como @ es inyectivo, existe 1 : A — @ tal

que ¢ = Ya.
<. Por el Teorema [6.6.19 O



66

CAPITULO 6. MODULOS PROYECTIVOS E INYECTIVOS



Capitulo 7

Moédulos Artinianos y
Noetherianos

7.1. Modbdulos Artinianos y Noetherianos

Definicién 7.1.1. Decimos que un médulo M es Noetheriano (resp. Artiniano)
si todo subconjunto no vacio de submédulos de M tiene elementos maximos
(resp. minimos) con respecto a la inclusién. Decimos que un anillo R es Noet-
heriano izquierdo (resp. Artiniano izquierdo) si lo es como R-mdédulo.

Definicién 7.1.2. Se dice que un médulo M satisface la condicion de cadena
ascendente (CCA) (resp. la condicion de cadena descendente (CCD)), si para
toda cadena ascendente (resp. descendente) de submédulos A; C A; C A3 C ...
(resp. Ay D Ay O A3 D ...) tiene sélo un numero finito de distintos A;’s, es
decir, existe n > 0 tal que A,, = A, 4; para todo i > 0.

Definicién 7.1.3. Un mddulo M es finitamente cogenerado (f.c.) si para toda
familia {A;}; de submddulos de M tales que (; A; = 0 entonces existe Iy C I
Iy finito tal que (;, A; = 0.

Teorema 7.1.4. Son equivalentes para un mddulo M y A < M.
(a) M es Artiniano.

(b) Ay M/A son Artinianos.

d

)

(¢) M satisface CCD.

(d) Todo cociente de M es finitamente cogenerado.
)

(e) Para cada familia no vacia {A;}1 de submddulos de M, existe J C I finito
tal que (; As =), As.

Demostracion. (a)=(b). Sea {A;}; un familia de submédulos de A. En particu-
lar {A;}; es una familia de submédulos de M, asi que esta familia tiene minimos.
Por lo tanto A es Artiniano. Ahora si {A4;/A}; es una familia de submdédulos
de M/A, entonces {4;}; es un familia de submdédulos de M. Sea Ay un minimo
de la familia {A;};. Entonces, Ag/A es minimo de la familia 4;/A. Por lo tanto
M/A es Artiniano.

67
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(b)=(c). Sea A1 D Az D ... una cadena descendente de submdédulos de M.
Tomemos las familias de submédulos {A;N A}y y {A; + A}n. Por hipdtesis, estas
familias tienen un elemento minimo, digamos A;NAy A;+A. Sean = max{k,[}.
Tenemos que

(Al ﬂA) .2 (Ak ﬂA) = (Ak;+1 ﬂA) = ...

(Al -I-A) 2.2 (Al +A) = (Al+1 + A) = ...

entonces A, = (A4, + A)NA4, = Ay +ANA, = A4 +(ANA,) =
An+j + (A n An+j) = An+j para tOdaj e N.

(c)=(a). Si {A;}s es una familia de submédulos de M sin elementos minimos,
entonces para toda i € [ existe j € I tal que A; O A;. Sifijamos iy € I, entonces
existe una cadena A;, D A; D ... estrictamente descendente.

(d)=(e). Sea {A;}; una familia de submddulos de M y U = [); A;. Por
hipétesis M /U es f.c., asi que existe un subconjunto finito J C I tal que (); 4; =
U == nJ Al

(e)=(d). Consideremos la familia de submddulos {A4; < M | U C A;};.
Entonces (; A; = U. Asi que existe un subconjunto finito J C I tal que (); 4; =
U. Por lo tanto M/U es finitamente cogenerado.

(a)=(e). Sea {A4;}; una familia no vacia de submdédulos de M. Tomemos
{Ny Ai | F' C I finito}. Por hipétesis esta familia tiene minimo, digamos (), A;.
Paracada j € I,y AiNA; €, 4ilo que implica que (N AiNA; =g, A
Por lo tanto A; D ﬂFo A;. Asi ﬂFo A; €, A; y por lo tanto ﬂFo A, =N, A

(e)=>(c). Sea A; D As D ... una cadena descendente de submdédulos de M.
Por hipétesis existe F' C N, finito tal que (g A; = (g A, es decir, existe n € N
tal que ﬂ?zl A; =(; 4;. Por lo tanto A,, = A4, para toda j € N. O

Teorema 7.1.5. Son equivalentes para un mdédulo M y A < M

M es Noetheriano.

(a
(b) A y M/A son Noetherianos.

d

)
)

(¢) M satisface CCA.
) Todo submodulo de M es finitamente generado.
)

(e) Para toda familia {A;}1 de submddulos de M existe J C I finito tal que

Z[ A = ZJ Ai.

Demostracion. Es andloga a la prueba del Teoremal7.1.4] Se deja como ejercicio
al lector. O

Corolario 7.1.6. 1. Si M es una suma finita de mdédulos Noetherianos (resp.
Artinianos) entonces M es Noetheriano (resp. Artiniano).

2. Si R es Noetheriano izq. (resp. Artiniano izq.) y rM es f.g. entonces M
es Noetheriano (resp. Artiniano).

Demostracion. Solo probaremos el caso Noetheriano. El caso Artiniano es anélo-
go.
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1. Supongamos que M = Z?zl M; con M; Noetheriano. Haremos la prueba
por induccién sobre n. El caso n = 1 es trivial. Supongamos que n > 1y que
el resultado es cierto para k < m. Por hipétesis de induccion N = Z?;ll M; es
Noetheriano. Tenemos que M/M,, = (N + M,)/M,, = N/(N N M,). Como N
es Noetheriano, N/(N N M,,) = M /M, también y como M, es Noetheriano se
tiene que M es Noetheriano.

2. Dado 0 # = € M tenemos el morfismo _-z : R — M y su imagen es
Rz = R/Ker _-z. Como R es Noetheriano, Rx también lo es. Por lo tanto M
es Noetheriano ya que M =37 | Rx;. O

Teorema 7.1.7 (de la base de Hilbert). Si R es un anillo Noetheriano izquierdo
entonces R[x] es Noetheriano izquierdo.

Demostracion. Sea 0 # A un ideal izquierdo de R[z] y
Ao ={a € R|3f € Atal que a es el coeficiente principal de f}

(supongamos que 0 es el coef. prin. del polinomio cero). Entonces Aj es un ideal
izquierdo de R. Como R es Noetheriano Ay es f.g. asi que existen ¢y, ...cy € Ag
tal que Ag = Rey + ... + Rey. Para cada i € {1,...,k} sea P;(x) € A tal que ¢;
es el coef. prin. de P; y sea B = Zle R[z]P; C A. Multiplicando por potencias
de xz podemos suponer que los P; tienen grado n. Afirmamos que para cada
feA f=g+hdondege Byh=0o0gr(h)<n.Sif=00gr(f) <n.
Entonces f =0+ f. Supongamos que n < gr(f) =t. Si b es el coef. prin. de f,
entonces b € Ag por lo que existen rq,...,7x € R tal que b = r1c1+... +1ric. Sea
hi = f—at=" Zle rP;y g1 = at™" Zle r;P; entonces hy = 0 0 gr(hy) <t
y f = g1 + h1. Si gr(hy1) > n podemos aplicar el mismo procedimiento a hy
obteniendo hy = go + ho con g2 € B,y f = (g1 +92) + he. Enalomés t —n
pasos tenemos que f =g+ hcong € By gr(h) <noh=0.

Tenemos que h = f —g € AN(R+ Ra! + ... + Rz"). Por otro lado, R +
Rz' + ... + Rx™ es f.g. como R-modulo, por lo tanto es Noetheriano. Asi que
AN (R+ Rx' + ... + Ra™) es f.g.como R-modulo. Entonces A N (R + Rx* +
.o+ Rz™) = 22:1 RQ; con Q; € A. Se sigue que A C B + 22:1 RQ; € B+
22:1 R[z]Q; € A. Por lo tanto A es f.g. y asi R[x] es Noetheriano izquierdo. [J

Definicién 7.1.8. 1. Sea 0 = Ag € A; C ... C A, = M una cadena finita
en M. Decimos que la longitud de la cadena es k.

2. Sea 0 = Ay C A; C ... C Ay = M una cadena en M. Un refinamiento de
esta cadena es un cadena 0 = By C By C ... € B; = M con k <[ tal que
cada A; = B; para algin 1 < j <.

3.S1A:0=A9C A; C... C Ap = M es una cadena, los cocientes de A son
los cocientes A;/A;_1.

4. Decimos que dos cadenas en M, A con conjunto de indices I y B con
conjunto de indices J, son isomorfas si existe una biyeccién § entre los
conjuntos de indices tal que A;/A;_1 = Bj;y/Bs(iy-1-

5. Una cadena finita C en M se llama serie de composicion si cada cociente
de C es simple.
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6. Decimos que M tiene longitud finita, si tiene una serie de composicién.

Teorema 7.1.9 (Jordan-Hoélder-Schreier). Cualesquiera dos cadenas en M tie-
nen refinamientos isomorfos.

Demostracion. Tomemos dos cadenas0 =By C B C...C B, =My 0=Cy C
Cy C..C C, = M. Para cada 1 < j < [ definimos, Bu = B; + (Bit+1 N Cj).
Asi Bz - Bij - Bi+1- Entonces Bz = BiO y Bi—i—l = zl Analogamente Cl] =
C; + (Cj+1 N B;). Usando el lema de Zassenhause (3.2.7] u tenemos que
Bijy1 _ Bi+ (Bit1NCji1) o Cj+(Ci41 N Big1) _ Ciyyj
Bij Bl + (Bi+1 N C]) Cj + (Cj+1 N BZ) CZ‘]‘
Como en estos kl isomorfismos aparecen precisamente los kl terminos de los
refinamientos, tenemos que los refinamientos son isomorfos. O

Corolario 7.1.10. Sea M un mddulo de longitud finita. Entonces

1. Toda cadena B : 0 = By C By C ... C By = M puede ser refinada a una
serie de composicion.

2. Cualesquiera dos series de composicion de M son isomorfas.

Demostracion. 1. Por hipétesis existe una serie de composiciéon C de M. Por el
Teorema de Jordan-Holder-Schreier (Teorema B y C tienen refinamientos
isomorfos, digamos B* y C*. Como C es serie de composicion, solo se refina
trivialmente. Quitando los factores repetidos de C* y los respectivos de B* se
tiene un refinamiento B° isomorfo a C. Como C es serie de composicién, 5°
también.

2. Tomando la notacién anterior tenemos que B° = C pero ahora estamos
suponiendo que B es serie de descomposicién asi que B = B°. Por lo tanto
B=C. O

Teorema 7.1.11. Sea M un mddulo. Entonces, M es de longitud finita si y
solo si M es Artiniano y Noetheriano.

Demostracion. =-. Sea C un serie de composicién de M de longitud I. Sea A3 C
Ay C ... una cadena ascendente de submoddulos de M. Si esta cadena tubiera
mas de [ + 1 factores distintos tendriamos una cadena A;; C A;, C ... C Ay,
que no es posible por el Corolario Asi que la cadena se estaciona. Por lo
tanto M es Noetheriano. Analogamente M es Artiniano.

<. Por el Teorema M es Noetheriano si y sélo si todo submodulo es
finitamente generado. Entonces todo submdédulo de M tiene méximos. Por lo
tanto existe una cadena M = M D M; D M, D ... tal que M; es maximo en
M;_1. Como M es Artiniano, la cadena se estaciona lo que nos da una serie de

composiciéon de M. O
Teorema 7.1.12. Sean M un mddulo y ¢ € Endg(M):

1. St M es Artiniano, entonces existe ng € N tal que, para todo n > ng

M =TImp" + Ker ¢".

2. Si M es Artiniano y  monomorfismo, entonces ¢ es isomorfismo.
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8. Si M es Noetheriano, entonces existe ng € N tal que, para todo n > ng

0 =Ker¢" NIm p".

4. Si M es Noetheriano y ¢ epimorfismo entonces ¢ es isomorfismo.

5. 81t M es de longitud finita, entonces existe un ng € N tal que, para todo
n > ng
M =Kere" @ Ime".

Demostracion. 1. Tenemos la cadena descendente Im ¢ O Im 4,02 D ... Como M
es Artiniano, existe ng € N tal que Im ™0 = Im ™ para todo n > ng. Sean x €
My o™ (x) € Im ™ = Im ¢*". Entonces existe y € M tal que " (z—p"(y)) = 0.
Sea k = x — ¢"(y). Entonces k € Ker ¢™. Por lo tanto x = ¢"(y) + k.

2. Por el inciso anterior, existe n > 0 tal que M = Im " 4 Ker ¢". Como
 es monomorfismo, " también. Lo que implica que Ker ¢ = 0. Entonces ¢
es suprayectiva. Como Im ¢™ C Im ¢ tenemos que ¢ es un epimorfismo. Por lo
tanto ¢ es un isomorfismo.

3. Tenemos la cadena ascendente Ker ¢ C Kerp? C ... Como M es Noet-
heriano, existe ng € N tal que Ker ¢ = Ker @™ para todo n > ng. Sea = €
Ker o™ N Im ™. Entonces z = ¢"(y) para algtin y € M y 0 = ¢"(x) = ¢*"(y).
Esto implica que y € Ker p?" = Ker ¢™. Por lo tanto ¢"(y) = 2 = 0.

4. Por el inciso anterior, existe n > 0 tal que 0 = Ker o™ NIm ™. Como ¢ es
epimorfismo, ¢" también. Asi, Im ™ = M y por lo tanto Ker 9" = 0. Entonces
Ker ¢ = 0. Por lo tanto ¢ es un isomorfismo.

5. Se sigue de (1) y (3). O

Corolario 7.1.13. Sea M un mddulo de longitud finita. Las siguientes condi-
ciones son equivalentes para ¢ € Endg(M):

(a) ¢ es isomorfismo.
(b) ¢ es monomorfismo.
(¢) ¢ es epimorfismo

Demostracion. (a)<(b) Se sigue del Teorema [7.1.1212, y (a)<(c) se sigue del
Teorema 4. O

Teorema 7.1.14. Las siguientes condiciones son equivalentes para un anillo

R:
(a) R es Noetheriano izquierdo.

(b) Para cada familia {Q;}r de R-mddulos inyectivos, se tiene que @, Q; es
myectivo.

(¢) Para cada familia numerable {E(S;)}n de cdpsulas inyectivas de simples,
se tiene que @y E(S;) es inyectivo.

Demostracion. (a)=-(b). Denotemos Q@ = @; Q. Sean A< Ry f: A— Qun
morfismo. Como R es Noetheriano, A es f.g. As{ que existen {uy,...,u,} C A
tales que A =377 | Ru;. Para cada j € {1,...,n}, f(u;) € @, Qi donde I; es
un subconjunto finito de 1. Si Iy = U?Zl I; entonces f(a) € P, Q: para toda
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a € A. Como 1, @i es inyectivo y es un sumando directo de @, f se extiende
a R.

(b)=(c). Es inmediato.

8 = 1. Supongamos que R no es Noetheriano izquierdo, entonces existe
una cadena propia ascendente A; C As C ... de ideales izquierdos de R. Sea
A = Uy A4; que es un ideal de R. Notemos que para cada a € R, existe n, €
N minimo tal que a € A,,. Sean i € Ny ¢; € A— A;. Tomemos (Re; +
A;)/A; = Re;/(Re; N A;) que es un cociente de Re;. Entonces (Re; + A;)/A;
es ciclico, lo que implica que tiene maximos. Sea N;/A; un maximo. Entonces
S; = %}W es simple. Notemos que ¢; ¢ N; as{ que ¢; + A; no es cero en
S;. Consideremos E(S;) y sean ¢; la inclusién de S; en E(S;), j; la inclusién
de (Re; + A;)/A; en AJA; y m; la proyeccién de (Re; + A;)/A; en S;. Entonces
existe n; : A/A; — E(S;) tal que n;j; = t;m; con n;(¢; + A;) # 0. Definimos
a: A— @y E(S;) como ala) =Y ni(a+ A;). Por hipdtesis, existe 3 : R —
Dy E(S;) tal que B4 = a. Sea b; la i-esima componente de §(1). Existe n € N
tal que b; = 0 para i > n. Sea a € A. Como >."* n;(a + A;) = a(a) = B(a) =
aB(1), ni(a + A;) = 0 para i > n y para toda a € A pero n,(c, + An) # 0.
Contradiccién. Por lo tanto R es Noetheriano izquierdo. O

7.2. Descomposiciéon de Mddulos Inyectivos so-
bre Anillos Noetherianos y Artinianos
Definicién 7.2.1. Sea M un moédulo.

1. Se dice que M es inescindible si M # 0 y siempre que M = U @V se tiene
que U=00V =0.

2. Decimos que M es uniforme si M # 0y todo submdédulo no cero de M es
esencial.

Note que todo médulo uniforme es inescindible pero no al revés. Para esto
considere el siguiente ejemplo:

M = Re. Entonces M tiene la forma

0 Zy O
M=10 Zy O
0 Zy O

Este médulo tiene 8 elementos y tiene 3 submddulos propios distintos de cero:

0 Zy O 0 0 O 0 Zy O
A=10 0 0|,B=[0 0 0] and C=[0 0 O
0 0 O 0 Zy O 0 Zy O

Como M tiene un tnico submédulo méximo, M es inescindible, pero ANB =0
lo que implica que M no es uniforme.
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Proposicién 7.2.3. Sea Q inyectivo. Son equivalentes:

Q es uniforme.

(a
(

b) Q es inescindible.

(d

)
)
(¢) @Q esla capsula inyectiva de cada uno de sus submddulos distintos de cero.
) Todo submodulo distinto de cero de @ es uniforme.

)

(e) @ es la cdpsula inyectiva de un submodulo uniforme.

Demostracion. (a)=(b). Es clara.

(b)=(c). Sea 0 # M < @ entonces E(M) es un sumando directo de @ pero
Q es inescindible. Por lo tanto E(M) = Q.

(¢)=(d). Sea 0 # M < Qy 0# A B < M. Por hipétesis A <. @, lo que
implica que AN B # 0. Por lo tanto M es uniforme.

(@)=(e). B(Q) = Q.

(e)=(a). Sea M < @ uniforme tal que E(M) = Q. Sean 0 # A, B < @, como
M <. @ tenemos que 0 # M NAy0# MnN B, ademéas M es uniforme entonces
(MNA)N(MnB)#0 asi que AN B # 0. Por lo tanto @ es uniforme. O

Corolario 7.2.4. 1. La cdpsula inyectiva de un simple es inescindible.
2. Un mddulo inyectivo Q) inescindible contiene a lo mds un mddulo simple.

3. Si R es Artiniano entonces todo modulo inyectivo @Q que sea inescindible
es la capsula inyectiva de un simple.

Demostracion. 1. Si S es simple entonces S es uniforme lo que implica que E(.S)
es inescindible.

2. Si 51,82 < @ son simples, por la Proposicién E(S1) =E(S2) =Q
lo que implica que S7 <, Q y Sz <. Q y asi S1 NSy =51 = 55.

8. Dado 0 # q € Q, Rq es f.g., como R es Artiniano Rq es Artiniano entonces
existe S < Rgq simple. Como @ es inescindible, E(S) = Q. O

Lema 7.2.5. Si R es un anillo Noetheriano izq. entonces cada R-mddulo M # 0
contiene un submaodulo uniforme distinto de cero.

Demostracion. Sea 0 # M. Podemos tomar 0 # B < M f.g.. Entonces B es
Noetheriano. Sea I' = {0 # X < B | X p.c. en B}. Si T es vacio entonces B
es uniforme. Supongamos que B no es uniforme, entonces I' es no vacio. Con la
inclusion, I' es un COPO. Como B es Noetheriano, I' tiene méximos. Sea X
un maximo en I' y supongamos que es p.c. de Uy en B.

Afirmamos que Uy es uniforme. Sea 0 # U < Uy y L < Uy tal que LNU =0
entonces UN(Xy + L) = 0. Si tomamos U’ un p.c. de U en B tal que Xo+L C U’
tenemos que Xg C U’ € I pero X, es maximo, asi que U’ = Xj. Esto implica
que L = 0. Por lo tanto U <, Uy y entonces Uy es uniforme. O

Proposicion 7.2.6. Si R es Noetheriano izquierdo entonces todo R-mddulo
inyectivo @, es suma directa de mddulos inyectivos inescindibles. Ademds si R
es Artiniano entonces cada uno de los sumandos es la cdpsula inyectiva de un
simple.
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Demostracion. Sea R Noetheriano izquierdo y @ un R-médulo inyectivo. Por
el Lema podemos tomar una familia maxima de submédulos inyectivos
e inescindibles de @ tal que su suma sea directa. Denotemos @)y a tal suma.
Como R es Noetheriano izquierdo, Qg es inyectivo. Por lo tanto Q@ = Qo ® Q1.
Si Q1 # 0, entonces existe 0 # N < @ uniforme. Asi Q1 = E(N)® Q2 y E(N)
es inyectivo e inescindible, asi que Q = (Qo ® E(N)) ® Q2 pero Qo ® E(N)
contradice la maximalidad de Qq. Por lo tanto Q1 =0y Q = Qo.

Si ademds R es Artiniano aplicamos el corolario [7.2.4} 3 O

Proposicion 7.2.7. En Z-Mod, los inyectivos inescindibles, hasta isomorfismo,
son Q y Zpe con p un niumero primo.

Demostracion. Sea Q un Z-médulo inyectivo e inescindible. Por el Corolario
[724] Q contiene a lo mas un simple. Si S es un simple contenido en @, entonce
E(S) = Q. Como S es simple, S = Z,, para algtin primo p. Por lo tanto Q = Zpe.
Si @ no contiene submddulos simples, entonces existe ¢ € Q de orden infinito.
Por lo tanto Z = Zqg < Q. Por la Proposicién Q = E(Zq). Por lo tanto,

Q=Q O
Corolario 7.2.8. Todo mddulo inyectivo en Z-Mod es de la forma
o & PP
p>0

donde X y'Y, son conjuntos (posiblemente vacios).



Capitulo 8

Anillos Locales

8.1. Anillos Locales

Teorema 8.1.1. Sea R un anillo y A C R el subconjunto de elementos de R
que no tienen inverso multiplicativo. Son equivalentes:

a) A es cerrado bajo suma.

(a)

(b) A es un ideal bilateral de R.

(¢) A es el mayor ideal izquierdeo (resp. der.) propio de R.
(

d) En R existe un mayor ideal izquierdo (resp. der.) propio.
(e) 7 0 1 —r tiene inverso izquierdo (resp. der.) para todo r € R.
(f) 7 0 1 —r tiene inverso para todo r € R.

Demostracion. (a)=-(b). Veamos que si un elemento de R tiene inverso por
un lado entonces tiene inverso. Sean b,b’ € R tales que bb’ = 1. Supongamos
que b'b € A. Si1—bb € A entonces b'b+ 1 —b'b € A lo que implica que
1 € A. Contradiccién. Por lo tanto 1 — v'b ¢ A. Entonces existe s € R tal que
1=5(1-0bb) =s—sb'b. Asi b’ = sb' — sb/(bb') = sb’ —sb’ y por lo tanto &’ =0 lo
que implica que 1 = 0. Contradiccién. Asi que b'b tiene inverso, es decir, existe
t € R tal que b'bt = 1. Se sigue que b = bb'bt = bt. Por lo tanto b'b = b'bt = 1.

Ahora seaa € Ay r € R, si ar ¢ A entonces existe s € A tal que ars = 1
por lo tanto a tiene inverso por la derecha. Por lo anterior a tiene inverso, asi
que a ¢ A. Contradiccién. Por lo tanto ar € A. Andlogamente ra € A. Por lo
tanto A es un ideal bilateral de R.

(b)=(c). Sea B < R un ideal izquierdo de R. Entonces Rb < B < R para
todo b € B, asi que b no tiene inverso por la izquierda , en particular no tiene
inverso lo que implica que b € A. Por lo tanto B C A. Andlogamente por la
derecha.

(¢)=(d). Es claro.

(d)=(e). Sea B el mayor ideal izquierdo de R y r € R. Supongamos que ni r
ni 1—r tienen inverso izquierdo. Entonces Rr y R(1—r) son propios y asi Rr C B
y R(1 —r) C B. Esto implica que Rr + R(1—r) C B perol € Rr+ R(1 —r).
Por lo tanto Rr + R(1 —r) = R C B. Contradiccién.

(0]
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(e)=(f). Sea b € R tal que b'b = 1 para algin b € R. Si 1 — bV’ tiene
inverso izq. entonces existe s € R tal que 1 = s(1 — bb') = s — sbb’ y asi
b = sb—sbb’b = b = 0. Contradiccién. Si bb’ tiene inverso izquierdo, existe s € R
tal que sbb’ = 1 lo que implica b = sbb’b = sb y asi 1 = sbb’ = bl'. Por lo tanto
b tiene inverso.

(f)=(a). Sean a,b € A y supongamos que a + b ¢ A entonces existe s € R
tal que (a+b)s = 1 = as + bs. Note que con la hipétesis que tenemos podemos
ver que sia € Ay r € R entonces ar € R como en (a)=(b). Entonces as, bs € A
y por lo tanto as =1 — bs € A pero 1 — bs tiene inverso. Contradiccion. O

Definicion 8.1.2. Un anillo R se llama local si satisface cualquiera de las
condiciones del Teorema [R.1.1]

Observacion 8.1.3. Si R es local y A es su mayor ideal entonces:
1. R/A es un anillo con divisién.
2. Todo elemento de R que tenga inverso por un lado tiene inverso.

3. Sip: R — S es un morfismo de anillos suprayectivo con R local entonces
S es local.

Demostracion. 1 y 2 son claras.

3. Sea ¢ : R — S un morfismo de anillos suprayectivo con R local y sea
s € S. Entonces existe r € R tal que p(r) =sy o(1—7) = (1) —p(r) =1—s.
Por hipétesis r o 1 — r tiene inverso. Si 1 — r tiene inverso, digamos ¢, entonces
1=¢((1=7r)t) =@l —7)p(t) = (1 —s)p(t) por lo tanto 1 — s tiene inverso.
Andlogamente si r tiene inverso. O

Definicién 8.1.4. Sea R un anilloy r € R.

1. 7 se llama nilpotente si existe n € N tal que ™ = 0.

2. e se llama idempotente si e? = e.
Proposicién 8.1.5. 1. Si r es nilpotente entonces r mo tiene inverso pero
1—1 si.
2. Si e es idempotente entonces 1 — e también.
3. Si e es idempotente y tiene inverso entonces e = 1.
4. Si e es idempotente entonces eRe es un anillo asociativo con uno.
5. Si e es idempotente entonces eRe = Endg(Re)? como anillos.

Demostracion. 1. Sea r nilpotente y n el menor natural tal que »™ = 0. Si r
tiene inverso s, entonces 0 = r"s = r"~!(rs) = r»~!. Contradiccién. Por otra
parte 1 =1 —7" = (1 —7r)(1+7r+7r%+ ..+ 7r""1). Por lo tanto 1 — r tiene
inverso.

2. Supongamos que e € R es idempotente. Entonces (1 —e)(1—€e) =1—e—
(1—ee=1—-ec—c+e2=1—-c—e+e=1—e.

3. Sea e € R idempotente. Si es = 1 para algin s € R entonces e = ees =
es = 1.
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4. Sea e € R idempotente. Solo hay que notar que (eae)(ete) = eaete € eRe.
Ademas e(eae) = eae, asi que el uno de eRe es e.

5. Sea e € R un idempotente. Un elemento eae € eRe, define un morfismo
(- eae) : Re — Re. Por otro lado, dado ¢ : Re — Re, p(re) = ry(e). Esto
implica que ¢ queda determinado por su valor en e. Note que p(e) = ¢(e?) =
ep(e) € eRe. Estas asignaciones definen un isomorphismo de anillos que invirte
el producto.

O

Proposicién 8.1.6. 1. Sea R un anillo y spongamos que rR = @; A; con
A; < rR. Entonces:

(1) Eziste un subconjunto finito Iy de I tal que R = P A;.

(1) Existen elementos e; € A; con i € Iy tales que para todo i,j € Iy se

. B B e 1=
tiene que A; = Re;, ZIO ei=1yee; = 0 ity
En éste caso decimos que el conjunto de los e;'s es de idempotentes

ortogonales.

(111) Si cada A; es bilateral entonces los e;'s estdn en el centro de R. En
este caso cada A; es un anillo con uno.

2. Sieq,....en € R son idempotentes ortogonales tal que Y. e; = 1 enton-
ces RR = @ Re;. Si ademds los e;'s son centrales entonces cada Re; es
bilateral.

Demostracion. 1.(I). Si rRR = @; A; entonces 1 = e;, + ... +¢;, con e;; € Ay,
distintos de cero, asi que para todo r € R r = re;, + ... + re;, por lo tanto
r €y i) Ai,. Entonces R = @)_, A

(IT). Tenemos que 1 = e; + ... + ¢, con e; € A;. Multiplicando por e, se
tiene que e; = ere; + ... + epe;. Asi,

0= e; —eje; =e1€;+ ...+ ej1€; +ejr1€; + ... + epej.
Como cada e;e; € A; y la suma es directa, cada sumando tiene que ser cero, es

e, 1=
Ol i 4 ? Ahora, sia; € A; entonces a; = aje1+...+aje, = aje;
asi que A; C Aje; C Rej C Aj. Por lo tanto A; = Re;.

(IIT). Sea r € R, tenemos que r = »_re; = »_ e;r. Como A; es bilateral
rej,e;r € Aj. Lo que implica que re; = e;r. Por otro lado, si e; es central,
entonces Re; = e;Re; que es un anillo con unidad.

2. Como 1 = > e;, paratodo r € R, r = Y .re; € Y, Re;. Asi que pR =
> Re;. Supongamos que r € Re; N Z#j Re; entonces r = rje; = Zi# rie;
lo que implica que re; = re;e; = Z#j rjeje;. Como los els son idempotentes
ortgonales r = re; = 0. Por lo tanto @ Re; =g R. Si cada e; es central (Re;)r =
Rre; C Re;. Por lo tanto Re; es ideal derecho.

decir, e;e; =

O

Corolario 8.1.7. Son equivalentes para un anillo R:

(a) rR es inescindible.
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(b) Rp es inescindible.
(¢) 0 y1 son los dnicos idempotentes de R.

Demostracion. (a)=-(c). Si e € R es idempotente entonces R = Re & R(1 —¢)
lo que implica que Re =0 o Re = R. Por lo tantoe =0o0e=1.

(¢)=(a). Si gRR = A @ B entonces A = Re para algin e idempotente, asi
que A=00A=R.

La equivalencia (b) < (¢) anéloga. O

8.2. Anillos de Endomorfismos

Lema 8.2.1. Sea M un R-mddulo. Si e es un idempotente de Endr (M) enton-
ces M =e(M)® (1—e)(M).

Demostracion. Para todo m € M, m = e(m) +m —e(m) = e(m) + (1 —e)(m)
asi que M = e(M) + (1 — e)(M). Si e(m1) = (1 — e)(ms) tenemos que 0 =
e(my) —ma +e(msa) y 0 = e(0) = ee(my) — e(ma) + ee(ma) = e(my). Por lo
tanto M = e(M) @ (1 — e)(M). O

Teorema 8.2.2. Sea M un mddulo y S = Endr(M). Son equivalentes:

M es inescindible.

b) S es inescindible.

(a
(

)
)
(¢) Ss es inescindible.
(d) 0 y 1 son los dnicos idempotentes de S

Demostracion. (a)=-(d). Sea e € S un idempotente entonces M = e(M) &
(1 —e)(M) pero M es inescindible asi que e(M) = 0 o (1 —e)(M) = 0. Si
e(M) = 0, entonces e = 0. Si (1 —e)(M) = 0 entonces para todo m € M
0 =m — e(m) lo que implica que e(m) = m para todo m € M, es decir, e = 1.

(d)=(a). Supongamos que M = A @ B y tomamos 1 € S definida como
n(a + b) = a. Entonces 7 es idempotente. Por hipétesis n =0 o = 1, lo que
implica que A =00 B =0.

Las demés equivalencias son el Corolario [8:1.7] O

Observacion 8.2.3. Notemos que por la Observacion [3.4.10 éste Teorema im-
plica el Corolario [8.1.7]

Proposicién 8.2.4. Sea M un mddulo y S = Endr(M). Si S es local entonces
M es inescindible.

Demostracion. Sea e € S. Como S es local entonces e o 1 — e tiene inverso. Por

la Observacién B)e=1lol—e=1. O
Corolario 8.2.5. Si R es local entonces es inescindible.

Demostracion. Tenemos que R = Endg(R)°P. Por la Proposicién R es
inescindible. O
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Observacion 8.2.6. Notemos que el reciproco del Corolario anterior no es va-
lido. Para esto, considere Z que es uniforme y por lo tanto inescindible pero
Endz(Z) = Z°P que no es local.

Entonces ;Bajo que condiciones un médulo inescindible tiene anillo de en-
domorfismos local?

Teorema 8.2.7. Sea M un mddulo inescindible y de longitud finita. Entonces
Endg (M) es local y los elementos no invertibles End(M) son exactamente los
elementos nilpotentes.

Demostracion. Sea ¢ € Endg(M). Por el Teorema como M es de longi-
tud de finita, M = Im ¢" @ Ker " par algin n € N. Al ser M es inescindible,
Imp™ =0 0 Kerp™ = 0.

Si Ker ¢™ = 0 entonces Ker p = 0 lo que implica que ¢ es monomorfismo
y como M es de longitud finita ¢ es un isomorfismo. Si Im ¢™ = 0 entonces
@™ = 0 asi que ¢ es nilpotente lo que implica que 1 — ¢ es isomorfismo. O

Teorema 8.2.8. Sea Q) # 0 inyectivo e inescindible entonces Endg(Q) es local.

Demostracion. Si¢ € End(Q) es monomorfismo entonces ¢(Q) # 0 es sumando
directo de @ pero @ es inescindible, entonces ¢(Q) = Q. Por lo tanto ¢ es
isomorfismo.

Sean ¢, 1 € End(Q) no invertibles, entonces no son monomorfismos, por lo
tanto Ker ¢ # 0 # Ker . Como @ es inyectivo e inescindible, por la Proposicién

@ es uniforme. Esto implica que Ker p NKery # 0 y asi Ker(¢ + ) # 0.
Por lo tanto ¢+ no es invertible. Por el Teorema Endgr(Q) es local. O

Teorema 8.2.9. Sea M # 0. Si M es Artiniano o Noetheriano entonces existen
submodulos My, ..., M,, de M inescindibles tales que M = @?:1 M;. Ademds si
M es de longitud finita cada Endg(M;) es local.

Demostracion. Tomemos I' = {0 # B < M | B es sumando directo}, I' # ¢
yva que M € I'. Si M es Artiniano I' tiene minimos. Sea By un minimo de T'.
Entonces By es inescindible.

Ahora sea A = {C < M | 30 # By, ..., By < M B; ines. tal que M = By @
...@® B, ® C} que por lo anterior A # ¢. Sea Cp un minimo de A y supongamos
que M = By@...® B, ® Cy. Si Cy # 0, como es Artiniano tendria un sumando
directo 0 # B,,41 inescindible lo que implicaria que M = By @ ... ® Bp4+1 @ C1,
que contradice la minimalidad de Cy. Por lo tanto Co =0y M = @, B;.

Si M es Noetheriano, sea By un maximo en I' entonces M = By & C' y
C' es inescindible. Sea A = {D < M | D es sumando directo de M y D =
B1®...® B, con B; inescindible} que es no vacio. Sea By & ... ® By, un méximo.
Entonces M = B1 ®...® B, & C, si C # 0 como es Noetheriano C' = C; @ By41
con By inescindible, contradiciendo la maximalidad de By & ... & By. Por lo
tanto M = @le B; con B; inescindible. O

8.3. Teorema de Krull-Remak-Schmidt-Azumaya

Lema 8.3.1. Supongamos que M = @; M; donde cada Endg(M;) es local.
Sean o, 7 € End(M) tales que o+71 = 1. Entonces para cada j € I existe U; < M
y un isomorfismo ; : M; — Uj inducido por o o T tal que M = Uj@(@#j M;).
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Demostracion. Sea j € I'y tomemos m; : M — M; y ¢; : M; — M la proyeccién
y la inclusién canonicas, respectivamente. Escribamos 1 = 710 = m;(0+7)t; =
(mjoij) + (m;7e). Como Endg (M) es un anillo local, m;0¢; es invertible o 7;7¢;
es invertible.

Supongamos que 7;7¢; es invertible. Sea ¢; = 7¢; y U; = ¢;(M;). Entonces
m;p; es invertible lo que implica que ¢; es un monomorfismo y por lo tanto un
isomorfismo entre M; y U;. Ademsds, por el Corolario (5’), M=Imyp; ®
Ker ;. Por lo tanto M = U; & (D,; M) O

Lema 8.3.2. Supongamos que M = @; M; con Endgr(M;) local para toda
i €1, sean o,7 € End(M) tales que o + 7 =1y E = {i1,...,iz} C I. Entonces
existen C;; < M e isomorfismos ;, : M;; — Cy; iducidos por o o T tal que
M=(Cy&..0C,) & (Dgp M)

Demostracion. La demostracion se sigue por induccién usando el lema anterior.
O

Lema 8.3.3. Supongamos que M = @; M; con cada Endgr(M;) local. St M =
A® B, A#0 inescindible y m: M — A la proyeccion candnica entonces existe
k € I tal que 7 induce un isomorfismo de My en A y M = My & B.

Demostracion. Sea ¢ : A — M la inclusiéon candnica y pongamos p = v asi
que p € End(M) ademds 1 = p+ (1 —p). Dado 0 # a € A, a = Z;:1 mg;
con m;; € My, y p(a) = ay (1 —p)(a) = 0. Aplicando el Lema existen
{Ci, ¥~ submédulos de M tales que M = (Cj, @ ... ® C;,) @ (DBiggir,...isr Mi)
con C;j; = M;; e isomorfismos ~;; inducidos por p o (1 —p).

Si cada 7;; estuviera inducido por 1 — p entonces, tomando a como antes,
0=(1-p)a)=(1- p)(Z§:1 my,;) con (1 —p)(ms;) = i, (m;;). Como la suma
de los Cj, es directa, cada v;,(m;;) = 0y asi m;; = 0. Por lo tanto a = 0.
Contradiccién.

Esto implica que al menos un v;, esta inducido por p. Sea k ese indice que
existe y pongamos M = C}, @& L. Tenemos que Cy, = p(My) Cp(M)C Ay A=
(MNA) = (Cr,®L)NA. Aplicando la ley modular‘ obtenemos A = C, @ (LN A)
pero A es inescindible y Cj, # 0 por lo que LN A = 0. Por lo tanto A = C, y
como 7y esta inducido por p = 7 tenemos que M = Im i@ Kerm & M dB. [

Teorema 8.3.4 (Krull-Remak-Schmidt-Azumaya). Sea M = @, M; con cada
Endg(M;) local y M = @ ; N; con cada Nj inescindible. Entonces existe una
biyeccion B : I — J tal que M; = Ng;y para toda i € I.

Demostracion. Para cadal € J, M = N; @ (@, N;), por el Lemam M =
M, & (B, N;) con M; = N;. En particular Endg(N;) es local para toda j € J
y como Endgr(M;) es local, M; es inescindible para cada i € I. Entonces la
condiciones de ambas descomposiciones son simétricas.

Damos a I y J una particién dada por clases de isomorfismo. Sea I y .J los
conjunto de clases respectivos. Definimos ® : I — J como ®(i) = j si M; = Nj,
la cual esta bien definida por las condiciones simétricas de las descomposiciones.
Por el Lema [8:3.3] @ es suprayectiva.

Para la inyectividad basta demostrar que |i| = |®(i)|, para esto usaremos
el teorema de Cantor-Schréeder-Bernstein, dando una funcién inyectiva de ®(7)
en 7 que por las condiciones simétricas basta dar sélo esta.
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Si |i| € N supongamos de cardinalidad ¢ y tomemos k € ®(i), entonces
por el Lema existe M;, tal que M = M;, @ (B, Nj) con i1 € iy
Ny, = M;,. Como |i| = t, esto solo lo podemos repetir a lo mas ¢ veces. Por lo
tanto |®(4)| < |4.

Supongamos ahora que [i| es infinito. Sea m; : M — Nj la proyeccién canéni-
ca para cada j € J y para cada k € I sea

E(k) ={j € J | m; induce isomorfismo M}, en N;}
Observaciones:

1. Para todo k € I se tiene que E(k) es finito. Sea j € E(k) y 0 # m € M
entonces m = Yj_, nj, con nj, € Nj,, como ; induce isomorfismo entre
My, y Nj tenemos que m;(m) # 0 asi que j € {j1, ..., ¢ }-

2. Tomemos j € ®(7) i. e. N; = M;. Por el Lemamexiste k € I tal que 7;
induce isomorfismo entre N; y My, lo que implica que k € i. Por lo tanto
J € Upez E(k). Por otro lado, sea k € i y j € E(k), entonces My, = M; y
My, = N; por lo tanto N; = M; lo que implica que j € ®(7). Por lo tanto

D(i) = Uke? E(k).

Existe un funcién inyectiva de ® (i) = J,c; E(k) en [, o; E(k) (unién ajena).
Como || es infinito también existe una fincién biyectiva entre i e i x N. Definimos
la siguiente funcién inyectiva « : [, o; E(k) = (i xN) como a(j;) = (k,t) donde
jt € E(k) y t es segtin la numeracién que se le da a E (k). Por lo tanto tenemos
una funcién inyectiva de ®(i) en i. O

La condicién de que el anillo de endomorfismos Endg(M;) sea local es ne-
cesaria. Considere el anillo R = Z[/—5] que es un dominio (de Dedekind). Es
claro que todo dominio entero es inescindible. Denotemos 6 = /—5. Se puede
ver que el ideal I = (3,1 + ) no es principal e I? = (§ —2) = R. Hay un iso-
morfismo I @ I =2 R@ I? = R ® R, que no satisface la conclucién del Teorema,
de Krull-Remak-Schmidt-Azumaya. [First Course in Noncommutative rings, pp.
287].

Corolario 8.3.5. Sea M = @; M; con Endgr(M;) local para cada i € I y
N =@, N; con Nj inescindible para cada j € J. Si M = N entonces existe
una biyeccion B : I — J tal que M; = Ng;.

Demostracion. Sea v : N — M un isomorfismo, entonces M = @ ; v(N;) con
cada y(NN;) inescindible. Aplicando el Teorema tenemos el resultado. [

Corolario 8.3.6. La descomposicion de un mddulo inyectivo sobre un anillo
Noetheriano (resp. de un mddulo de longitud finita) dada por la Proposicién
estd univocamente determinada en el sentido del Teorema de Krull-Remak-
Schmidt-Azumaya.
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Capitulo 9

Anillos y Moédulos
Semisimples

9.1. Mobdulos Semisimples

Lema 9.1.1. Sea M un mddulo tal que todo submddulo es sumando directo.
Entonces todo submaodulo no cero de M contiene un simple.

Demostracion. Sea 0 # U < M y sin perdida de generalidad supongamos que
U es f.g.. Entonces U tiene submédulos maximos. Sea V < U un méximo. Por
hipotesis existe L < M tal que M = V @ L, aplicando la ley modular obtenemos
U=MnNU=(VaL)NU=Va(LNU).AsiU/V =ZLNU.Porlo tanto LNU
es simple. O

Lema 9.1.2. Supongamos que M = ), S; con S; simple para cada i € 1. Si
U < M entonces:

1. Exziste J C I tal que M =U @ (B, S;).
2. Eziste K C I tal que U = @, S;

Demostracion. 1. Seal ={LCI|U+ (>, S:)=U® (@, S:)} T esno vacio
yaque ¢ € I'. Usando el lema de Zorn, sea L € I' un méximoy N = U® (P, S;).
Sea ig € I — L entonces lo la maximalidad de L se tiene que N N.S;, # 0 pero
Si, es simple asi que S;;, < N. Por lo tanto M = 3", 5, C N C M, es decir,
M = N.

2. Tenemos que M = U ® (), S;), aplicando (1) a @ ; S; se tiene que existe
K C1Italque M = (0, Si) ® (Bx Si). Por lo tanto U = P S;. O
Teorema 9.1.3. Son equivalentes para un mddulo:
(a) Todo submddulo U < M es suma de submddulos simples.
(b) M es suma de submodulos simples.
(¢c) M es suma directa de submodulos simples.
(d) Todo submddulo es sumando directo.

83
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Demostracion. (a)=-(b). Es clara.
(b)=(c). Aplicando el Lema|9.1.2{con U = 0.
(¢)=(d). Aplicando el Lema 9.1.2
(d)=(a). Sea U < M y Up la suma de todos los submodulos simples de U.
Por hipétesis M = Uy @V, usando la ley modular U =UNM =UNUydV =
Uy (VNU). SiUNV #0 por el Lemaexiste S < UNYV simple, pero
por la forma que se tomé Uy esto implica que Up N (U NV') # 0, contradiccion.
Por lo tanto U NV = 0 lo que implica que U = Uy. O

Definiciéon 9.1.4. Un médulo M se llama semisimple si satisface alguna de
las condiciones del Teorema Decimos que un anillo R es semisimple si es
semisimple como R-médulo.

Observacidon 9.1.5. Por el Teorema [0.1.10] no es necesario especificar el lado en
la definicién anterior.

Corolario 9.1.6. 1. Todo submodulo de un semisimple es semisimple.
2. Todo cociente de un semisimple es semisimple.
3. Suma de semisimples es semisimple.

4. Dos descomposiciones de un maodulo semisimple en suma directa de sim-
ples son isomorfas en el sentido de Krull-Remak-Schmidt-Azumaya.

Demostracidn. 1. Por el Lema [0.1.21

2. Sea M semisimple y ¢ : M — N un morfismo suprayectivo. Como M =
> S; con cada S; simple entonces ¢(S;) = 0 o ¢(S;) = S;. Por lo tanto N =
(M) =¢(>°8) = ¢(S;) que es suma de simples.

3. Es clara.
4. Por la Observacion [3.4.8] el anillo de endomorfismos de un simple es un
anillo local. O

Teorema 9.1.7. Son equivalentes para un mdédulo M semisimple:
(a) M =5 S con F finito y S; simple.
(b) M =DpS:
(¢c) M es de longitud finita.
(d

M es Artiniano.

(e) M es Noetheriano.
(f

)
)
)
)
) M es f.g.
)

(g) M es finitamente cogenerado.

Demostracion. Las implicaciones (a)=-(b), (¢)=(d) y (c)=-(e) son claras.

(b)=(c). SiM =51®...® S, entonces 0 CS; CS;d 52 C...C M es una
serie de composicién.

(d)=(g). Por el Teorema

(e)=(f). Por el Teorema

(f)=(a). Tenemos que M = »." | Rz; y M =Y, S; con cada S; simple.
Escribimos cada ; = s;, +...+s;, con s;, € S},. Entonces Rx; = Rsj, +...+Rs;,
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pero Rsj, C S;, asi que Rs;, = 0 o Rs;j, = S;,. Por lo tanto M es una suma
finita de simples.

(b)=(b). Supongmos que M es f.c. y M = @;S; con cada S; simple e
I infinito. Entonces M tiene un submodulo de la forma @y S;. Tomemos para
cadai € NA; =P,.; ;. Si0# z € Py Six = si,+...+s;, asiquex € @221 Si
(reordenando si hace falta) entonces x ¢ A;11 lo que implica que () A4; = 0.
Como M es f.c. existe una subfamilia finita {i1,...,in,} tal que ();2, A;; =0,
contradiccién. Por lo tanto I es finito.

Definicién 9.1.8. Sea M semisimple y {€;}; las clases de isomorfismo de

submodulos simples de M. A ) ¢, S se le llama componente homogenea de
M- J

Observacion 9.1.9. Sea Bj =} gcq 5.
1. Si S es simple y S < B; entonces S € ;.
2. M =@, B,

Demostracion. 1. Por el Lema [0.1.2

2. Como M es suma de simples y cada simple esta en algin €2; entonces
M =", Bj. Sea jo € J y supongamos D := Bj; N @#jo Bj # 0. Por el Lema
existe un simple S < D, es decir, S < Bj; y S < EBj;ﬁjo Bj asi que por un
ado S € Qj, y por otro, con el Lema tenemos que existe j; # jo tal que
S € Q;,. Lo que implica que Q,, N Q;, # 0, contradiccion. O

Teorema 9.1.10. Son equivalentes para un anillo R:
(a) rR es semisimple.
(b) Rgr es semisimple.

Demostracion. Es suficiente demostrar sélo (a)=-(b). Tenemos que gR = @, S;
con S; simple. Por Lema rR = @:.L:l Re; con los e; idempotentes ortogo-
nales. Ahora 1 = e;+...+e€,, entonces r = e;r+...+e,r para cadar € R. Asi que
Z?Zl e;R=R.Sier; = Z#j e;r; al multiplicar por e;, como los e; son idem-
potentes ortogonales obtenemos e;e;r; = e;r; = 0 por lo tanto R = @?:1 e R.
Sea e uno de los e; y sea 0 # a € eR, entonces a = er; para algin r; € R.
Definimos ¢ : Re — Ra como ¢(re) = ra el cual estd bien definido ya que si
se = 0 entonces sa = s(ery) = (se)r; = 0, ademds ¢ es un isomorfismo. Como
rR es semisimple R = Ra ® U para algin U < R. Sea 1 : Ra ® U — R como
Y(ra+u) = p~1(ra) que es morfismo y ¢(a) = e. Como ¢ € End(gR) entonces
existe b € R tal que ¢ = (_-b). Asi que e = ¢(a) = (_-b)(a) = ab lo que implica
que e € aR. Entonces eR = aR, por lo tanto eR es simple. O

Corolario 9.1.11. 1. R es semisimple si y solo si todo R-mddulo 1zquierdo
y derecho es semisimple.

2. Si R es semisimple entonces rRR y Rp tienen la misma longitud finita.

3. Si R es semisimple y p: R — T es un morfismo de anillos suprayectivo
entonces T es semisimple.

4. Si R es semisimple entonces rR y Rr son cogeneradores.
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5. R es semisimple st y solo si todo R-mddulo izquierdo y derecho es inyectivo
st y solo si todo R-mddulo izquierdo y derecho es proyectivo.

6. R es semisimple si y solo si todo R-mddulo izquierdo simple y derecho
simple es proyectivo.

Demostracion. 1 =. Tomemos un R-mdédulo izquierdo M y « € M. Como Rx =
R/(0: )y R es semisimple entonces Rz también, ademds M =) _, Rx. Por
lo tanto M es semisimple.

1 <. Es obvia.

2. Se sigue de la prueba del Teorema [9.1.10]

3. Por restriccion de escalares (Ejemplo 4) T es un R-médulo. Ahorasi [
es un T-submaédulo de T entonces I es un R-submdédulo de gT' y reciprocamente
si K es un R-submédulo de rS entonces como p es sobre K es un T-submédulo
de T'. Por lo tanto T es semisimple.

4. Sean M un R-médulo izquierdo y 0 # m € M entonces existe un morfismo
suprayectivo f : R — Rm. Como M es semisimple este morfismo se escinde, asi
que existe g : M — R tal que g(m) # 0. Por lo tanto [\, cgom ,(ar,r) Ker ¢ = 0.

5. Si R es semisimple entonces todo moédulo es semisimple. Entonces todo
monomorfismo y todo epimorfismo se escinde. Reciprocamente si I < R, enton-
ces la inclusién se escinde, es decir, I es sumando directo de R. Analogamente,
si todo médulo es proyectivo la proyeccién candénica R — R/I se escinde, es
decir, I es sumando directo de R. Por lo tanto R es semisimple.

6 =. Se sigue del inciso anterior.

6 <. Sea Zoc(R) :=>_S; con S; < R, S; simple. Si Zoc(R) < R, como R es
f.g. entonces existe M < R méaximo tal que Zoc(R) C M.Como R/M es simple
y cada simple es proyectivo entonces la proyeccién canénica w : R — R/ M se
escinde, es decir, R = A® M con A = R/M simple. Contradiccién ya que
Zoc(R) es la suma de todos los simples de R y Zoc(R) C M. O

Lema 9.1.12. Sea A < gR tal que A es un sumando directo. Entonces el ideal
bilateral generado por A contiene a todos los ideales izquierdos de R que son
cocientes de A.

Demostracion. Supongamos pRR = A®B. Seaw : R — A la proyeccion candnica
y sea ¢ : A — A’ un epimorfismo con A’ < gR. Tenemos la siguiente composi-
cion:

R—Ts A% A "o R

que es un endomorfismo de R asi que ipm = (_- b) para algin b € R. Por lo
tanto

A" =ipn(R) =ipn(A) = (_-b)(A) = AbC AR
O

Definiciéon 9.1.13. Sea R un anillo. Decimos que R es un anillo simple si no
contiene ideales bilaterales distintos de los triviales.

Ejemplo 9.1.14. Sea n > 0 y K un anillo con divisiéon. Entonces el anillo
M, (K) de matrices cuadradas de n X n con coeficientes en K es un anillo
simple.
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Teorema 9.1.15. Sea R semisimple y supongamos que gRR = B1 ® ... ® B,
(resp. R = C1®...®C,, ) donde los B; son las componentes homogéneas (resp.
C;). Entonces

1. Cada B; = Zier S es un ideal bilateral y no contiene ideales bilaterales
no triviales de R.

2 n=myB;=0C;

0 i#j
BiBj_{Bi i=j

4. B; considerado como anillo es un anillo simple con elemento unitario.

5. La descomposicion de R como suma directa de ideales bilaterales simples
es tdnica (salvo el orden).

Demostracion. 1. Veamos que si S C B; con S simple entonces SR = B;.

Sea r € R. Tomemos el epimorfismo (_-r) : S — Sr. Como S es simple
entonces St =0 o0 S = Sr. Por lo tanto SR C B;.

Ahora, sea S’ = S, como S es sumando directo de R, por el Lema
S’ C SR por lo tanto B; C SR.

Ahora como B; = ) .5; entonces B;R = ) (S;R) = Y. B; = B;. Por lo
tanto B; es bilateral.

2. Por el inciso anterior cada C; es bilateral, entonces C;B; C C; y C;B; C
B;. Como C;B; es un ideal bilateral de R, por el inciso (1), C;B; =00 C;B; =
C; = B;.

Sea ig € {1, ..,n} fijo. Si para todo j € {1,...,m} C;B;, = 0 entonces

B, = RB;, = (P C))Bi, = P (C;Bi,) =0

Contradiccién. Por lo tanto existe jo € {1,...,m} tal que C}j, = B;,.

Si Cj, con ji # jo es tal que Cj, = B;, entonces C;, = Cj,, lo que no puede
ser.

3. Como R = @ B; se tiene que B; = BjR = @ B;B;. Ya que esta suma es
directa B;B; =0 si i # j.

4. Sea A un ideal bilateral de B;. Entonces usando el inciso anterior

RAR =) B,A@) B, = P B;ABy. = BiAB;

ya que los B; son bilaterales. Por el inciso (1) tenemos que A =00 A = B;.
5. Se sigue de (2). O

Definicién 9.1.16. Los ideales bilaterales B; i = 1,...,n del Teorema [9.1.15
son llamados los bloques del anillo semisimple R.

Observacion 9.1.17. Si R = By & ... & B, es semisimple, entonces el nimero de
bloques de R es igual al niimero de clases de isomorfismos de R-mddulos simples
|R — Simp|.

Teorema 9.1.18. Sea gV un espacio vectorial sobre un anillo con division K.
Entonces
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1. 8i1 < dimg (V) < n entonces Endg (V') es un anillo simple y semisimple.

2. Sidimg (V) = oo, entonces Endg (V) no es semisimple ni un anillo sim-
ple.

Demostracion. 1. Supongamos que dimg (V') = n entonces Endg (V) = M, (K).
Por el Ejemplo 2, paracadal <I<n

S1 = {(aij) € Mp(K) | a;; = 0 para todo j # I}

es simple. Ademds M, (K) = @;_, Si.

2. Supongamos que dimg (V) = oo. Decimos que ¢ € Endg(V) es de
rango finito si dimg(Im¢) es finita. Notemos que si ¢ es de rango finito y
1 € Endg (V) entonces ¢t y 1 son de rango finito. Por lo tanto A := {p €
End(V) | ¢ es de rango finito} es un ideal bilateral de Endg (V). Este ideal no
es trivial ya que si 0 # v € V entonces V = Kv @ W para algin W < V. Por
lo tanto, si m denota la proyeccién candnica en Kwv se tiene que 0 # 7 € A. Por
otro lado Idy ¢ A. Por lo tanto Endg (V) no es un anillo simple.

Si End g (V) fuera semisimple entonces Endg (V) = A® B para algun B # 0.
Como A es bilateral, AB C By AB C A pero AN B = 0. Por lo tanto AB = 0.
Sean 0 # 8 € By v € V tal que 0 # S(v). Tomemos KG(v) < V. Entonces
V =KBw)®U y si definimos « : V — V como a(kB(v) +u) = kB(v) se tiene
que a € A pero af(v) = B(v) # 0 i.e. AB # 0. Contradiccién. O

Teorema 9.1.19. Un anillo simple R que posee un ideal izquierdo simple S es
isomorfo al anillo de endomorfismos de un espacio vectorial sobre un anillo con
division de dimension finita.

Demostracion. Sea S el ideal izquierdo simple de R. Como S es simple K :=
Endg(S) es un anillo con divisién y S es un espacio vectorial sobre K.

Afirmamos que R = Endg(S). Sea ® : R — Endg(S) definido como
®(r)(z) = rz. Es rutina ver que ® es un morfismo de anillos. Como Ker ® es
un ideal bilateral de Ry R es simple se tiene que Ker ® = 0. Sea £ € Endg(.5)
y®(x)conzeS. SiyelS

§o®(x)(y) = &(xy) = &((-- y)(2))

Por lo tanto & o ®(z) = ®(&(x)) asi que P(S) es un ideal izquierdo de
Endg(S). Ademés como Id € ®(R), Endg (S)®(R) = Endk(S). Como R es
simple, SR = R asi que ®(R) = ®(SR) = ®(S)P(R). Por lo tanto
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Endg (S) = Endg (S)®(R) = End (S)®(S)®(R)

< ®(S)®(R) = ®(R).

Por lo tanto ® es un isomorfismo. Ademds como Endg (S) es simple, por el
Teorema [9.1.18] S es de dimensién finita. O

Corolario 9.1.20. Si R es semisimple entonces R = Ry X ... X R,, con cada R;
anillo simple R;R; =0 si i # j y R; & M,,(D;) con D; anillo con divisidn.

Demostracion. Sélo hay que aplicar el Teorema [9.1.19|a cada bloque de R. O
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9.2. Radical y Zoclo

Teorema 9.2.1. Sea M un R-mddulo. Entonces

1.
Z A:ﬂ{B<M | B mazimo}
A<<M
= ﬂ{Kergﬁ | ¢ € Hompg(M, N) con N semisimple}.
2.

ﬂ A:Z{BgM | B simple}

A< M
= Z{Img@ | ¢ € Homp (N, M) con N semisimple}.

Demostracién. 1. Si m € (\{{B < M | B maximo} entonces por el Lema [6.1.6]
Rm << M lo que implica que m € ZA<<M A. Por lo tanto

ﬂ{B < M | B méximo} C Z A.
A<<M

Sea B < M, con B méximo. Entonces M/B es simple y tenemos la proyec-
cién canénica w : M — M /B con B = Ker 7. Entonces, si denotamos np a la
proyeccién candnica al cociente para cada submddulo B maximmo tenemos que

ﬂ{Kercp | ¢ € Hompr(M, N) con N semisimple} C ﬂ{Ker 7 | B mximo}

=({B < M | B méximo}.

SiA<< Mye: M — N es un morfismo, entonces p(A) << N. Si N
es semisimple, el Unico submédulo superfluo de N es 0. Por lo tanto, si N es
semisimple, entonces p(A) = 0. Esto implica que

Z AC ﬂ{Kergp | ¢ € Homp (M, N) con N semisimple}.
A<<M

Asi hemos probado 1.
2.51 B < M con B simpley A <. M entonces AN B = B, lo que implica
que B C A. Por lo tanto

Z{B < M | B simple} C m A.
A< M

Si p: N — M es un morfismo con N semisimple entonces ¢(N) es semisim-
ple. Por lo tanto

Z{Im(p | ¢ € Hompg (N, M) con N semisimple} C Z{B < M | B simple}.
Sean C < (V{A|A<. M}y C' unp.c.de C en M. Entonces C®C" <, M
asi que ({A| A <. M} CCa®C'. Usando el Lema [2.1.16|se tiene que

N A=| ) A]|n(Cac)=Ca (] A|nC

A<M A< .M A<M
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Por lo tanto C es sumando directo de ([{A | A <. M} lo que implica que
(M{A ] A <. M} es semisimple. Por lo tanto

ﬂ AC Z{Imgp | ¢ € Homp (N, M) con N semisimple}.
A< M

De estas contenciones obtenemos 2. O

Definicion 9.2.2. Sea M un R-moddulo.

1. El submédulo dado en el Teorema 1 es llamado el radical de M y se
denota Rad(M).

2. El submédulo dado en el Teorema [0.2.1] 2 es llamado el zoclo de M y se
denota Zoc(M).

Corolario 9.2.3. Para m € M se tiene que:
1. Rm << M siy sdlo si m € Rad(M).
2. Zoc(M) es el mayor submddulo semisimple de M.

Demostracion. Para 1 hay que usar la definicién y la contrapositiva del Lema
El inciso 2 se sigue de la definicién. O

Proposicion 9.2.4. Sea M un R-mddulo. Entonces M es finitamente generado
siy solo si Rad(M) << M y M/Rad(M) es f.g.

Demostracion. Supongamos que M es finitamente generado. Por la Proposicion

M/Rad(M) es f.g. Por el Teorema Rad(M) = > {A| A << M}.
Sea N < M tal que M = N +Rad(M) = N+ > {A | A << M}. Como

M f.g., M tiene submédulos méximos (Teorema , lo que implica que
Rad(M) es un submédulo propio de M. Por lo otro lado, de la Proposicién
2.1.19] se tiene que existen Ay, ..., A; tales que A; << M paracada 1l <i<ty
M=A,+---+A;+ N.Por lo tanto N = M y Rad(M) << M. O

Teorema 9.2.5. Sean M y N R-mddulos.
1. Sip: M — N es un morfismo, entonces:
I ¢p(Rad(M)) C Rad(N)
II. p(Zoc(M)) C Zoc(N)
III. Si ¢ es un epimorfismo superfluo entonces p(Rad(M)) = Rad(N) y
¢ H(Rad(N)) = Rad(M).
IV. Si ¢ es un monomorfimo esencial entonces p(Zoc(M)) = Zoc(N) y
0 Y(Zoc(N)) = Zoc(M).
2. Rad(Raé\?M) =0 y para todo C < M tal que Rad(M/C) = 0 se tiene que
Rad(M) C C.

3. Zoc(Zoc(M)) = Zoc(M) y para todo C' < M tal que Zoc(C) = C' se tiene
que C C Zoc(M).
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Demostracion. 1.I. Tenemos que Rad(M) = > {A | A << M}. Entonces
(Rad(M)) = p(X{A | A << M}) = S{p(4) | A << M} y como bajo
morfismos, superflos van a dar a superfluos, Rad(M) C Rad(N).

1.1I. Es claro ya que la imagen de un semisimple es semisimple.

1.11I. Tenemos que ¢(Rad(M)) C Rad(N). Sea U << N. Supongamos que
@ 1 (U)+A = M, entonces oo~ (U)+¢(A) = N. Asi que U+p(A) = N, lo que
implica que p(A) = N. Ahora sea m € M. Entonces p(m) € N = ¢(A) por lo
que existe a € A tal que p(a) = ¢(m). Equivalentemente m — a € Ker ¢. Como
m = a+(m—a), M = A+Ker p. Por hipétesis, A = M. Por lo tanto ¢~} (U) <<
M. Entonces ¢~ 1(U) C Rad(M), asi que U = oo~ }(U) C p(Rad(M)). Por lo
tanto Rad(N) C ¢(Rad(M)).

Se tiene que Ker ¢ << M, entonces

Rad(M) = Ker ¢ + Rad(M) = ¢ 'p(Rad(M)) = ¢ (Rad(N)).

1.IV. Tenemos que ¢(Zoc(M)) C Zoc(N). Sea S < N simple. Como Im ¢ <,
N, S C Im . Al ser ¢ un monomorfismo, ¢ ~1(S) es un submédulo simple de M,
lo que implica que p~1(S) C Zoc(M). Entonces oo~ (S) = S C p(Zoc(M)).
Ahora
Zoe(M) = ¢~ p(Zoc(M)) = ¢~ (Zoc(N).

2. Por la Proposicién [2.2.3) si A < M/Rad(M) es un submédulo méximo
entonces A = B/Rad(M) con B méximo en M, asi:

Rad (}J(]\@) = m{B/ Rad(M) | B < M méaximo}
_ [W{B| Bmiximo}  Rad(M)
~ Rad(M) Rad(M)

Ahora, sea C' < M tal que Rad(M/C) = 0. Siw: M — M/C es la proyeccién
canénica, entonces m(Rad(M)) € Rad(M/C) = 0. Por lo tanto Rad(M) C
Kerm =C.

3. Por el Corolario [0.2.3] 2.

=0.

O
Corolario 9.2.6. 1. Si C < M entonces

I. Rad(C) < Rad(M)
II. Zoc(C) < Zoc(M)

2. Si M =@; M; entonces

I. Rad(M) = @, Rad(M,)
II. Zoc(M) = €, Zoc(M;)
I M/ Rad(M) = @,(M;/ Rad(M;))
Demostracion. 1 Se sigue del Teorema tomando la inclusién canénica.
2.1. Para cada i € I tenemos que Rad(M;) C Rad(M), asi que @; Rad(M;) C
Rad(M). Sea m € Rad(M). Entonces m es una suma finita > m; con m; € M;.

Consideremos 7; : M — M, las proyecciones canénicas. Como w(Rad(M)) C
Rad(M;), cada m; € Rad(M;). Por lo tanto m € @, Rad(M;).
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2.11. Es andloga a la anterior.
2.111. Definimos el siguiente morfismo

¢ : M/Rad(M) — @D(M;/Rad(M;))

como p(m + Rad(M)) = (> m; + Rad(M)) = >_(m; + Rad(M;)). Claramen-
te @ es sobre. Supongamos que ¢(>_m; + Rad(M)) = 0, es decir, > (m; +
Rad(M;)) = 0. Entonces m; + Rad(M;) = 0 para cada ¢ € I. Por lo tan-
to m; € Rad(M;) para cada ¢ € I y entonces > m; + Rad(M) = 0 ya que
Rad(M;) C Rad(M). O

Proposicién 9.2.7. 1. Si M es semisimple entonces Rad(M) = 0.
2. Rad(R)M C Rad(M).

Rad(R) es un ideal bilateral.

Si M es f.g. entonces Rad(M) << M.

Si M es f.g. y A C Rad(R) entonces AM << M. (Nakayama)

Si0#£ M es f.g. entonces Rad(M) < M.

NS v Lo

Si P es proyectivo entonces Rad(P) = Rad(R)P.
8. Si C < M entonces CJFR+(1(M) C Rad(M/C).

Demostracion. 1. Es clara por el Corolario 2.1
2. Sea m € M. Definimos f,, : R — M como f,,(r) = rm. Por el Teorema
fm(Rad(R)) € Rad(M). Por lo tanto

Rad(R)M = > Rad(R)m C Rad(M).
meM

3. Es inmediata del inciso 2.

4. Supongamos que M = Rad(M) + A con A < M. Como M es f.g. existe
un submodulo méximo C de M, tal que A C C. Entonces M = Rad(M) + A C
C < M. Contradiccion.

5. Sea A C Rad(R). Entonces

AM C Rad(R)M C Rad(M) << M.

6. Como M es f.g. tenemos que Rad(M) << M.
7. Tomemos (y;, ;)5 la familia dada por el Teorema de la base dual (Teorema
.3.7). Dado u € Rad(P), ¢;(u) € Rad(R). Por lo tanto u = >, ¢;(u)y; €
Rad(R)P.
8. Tomemos 7 : M — M/C la proyeccién candnica. Entonces m(Rad(M))
CHRad(M) C Rad(M/C).

i

0Ol

Corolario 9.2.8. Sea e € R un idempotente. Entonces Rad(Re) = Rad(R)e.

Demostracion. Sie € R esunidempotente entonces R = Re® R(1—e). Entonces
Re es proyectivo y finitamente generado. Por la Proposition ’7, Rad(Re) =
Rad(R)Re = Rad(R)e. O
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Observacion 9.2.9. Note que en el inciso (4) de la Proposicién la hipétesis
de que M sea f.g. es necesaria. Considere el Z-médulo Z & Q. Entonces

Rad(Z ® Q) = Rad(Z) ® Rad(Q) =0 Q
que no es superfluo.

Definicién 9.2.10. Sea A < M. Decimos que A’ < M es un suplemento de A
en M, si es minimo con la propiedad de que A+ A’ = M.

Lema 9.2.11. Supongamos que M = A + B. Entonces B es suplemento de A
en M siy solo si AN B << B.

Demostracion. =. Sea U < B tal que B =U + (AN B). Tenemos que
M=A+B=A+U+(ANB)=A+U.

Entonces B = U por la minimidad de B.
<. Sea U < B tal que M = A+ U. Entonces, usando la ley modular

B=MNB=BN(U+A)=U+(BnA)

Como ANB << B, U = B. Por lo tanto B es minimo con la propiedad de que
M= A+ B. O

Observacion 9.2.12. Si M = A ® B entonces B es psudocomplemento y suple-
mento de A en M.

Teorema 9.2.13. 1. M es s.s. si y solo si todo N < M tiene suplemento
en M y Rad(M) = 0.

2. M es s.s. y f.g. siy solo si M es Artiniano y Rad(M) = 0.

Demostracion. 1 =-. Por la Proposicién Rad(M) = 0. En un mdédulo s.s.
todo submddulo es sumando directo.

<. Sea C' < M. Por hipétesis existe B < M suplemento de C' en M. Por el
Lema BNC << B asi que BNC << M. Tenemos que Rad(M) = 0,
entonces BN C = 0. Por lo tanto M = C' @ B. Es decir, todo submodulo es
sumando directo.

2=-.Si M ess.s. yf.g. entonces es Artiniano, y como M es s.s. Rad(M) = 0.

<. Si M es Artiniano todo submdédulo tiene suplemento, asf que por (1), M
es s.s. Ademas si M es s.s. y Artiniano entonces es f.g. O

Corolario 9.2.14. Si M es Artintano entonces %(M) es §.s.

Demostracion. Sabemos que cocientes de médulos Artinianos son Artinianos,
ademas Rad(#{m) = 0. Asi, por el Teorema [9.2.13 %(M) €s s.s. O

Lema 9.2.15. Son equivalentes para A < R:
1. A<<R
2. A C Rad(R)

3. Para todo a € A se tiene que 1 — a tiene inverso por la izquierda.
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4. Para todo a € A se tiene que 1 — a tiene inverso.

Demostracion. 1= 2. Es clara.

2 = 1. Por la Proposicién 0.2.7 4, Rad(R) << Ry como A C Rad(R)
entonces A << R.

1 = 3 Sea a € A. Entonces r = ra + (1 — a), lo que implica que R =
A+ R(1 —a), pero A << R asi que R = R(1 — a). Por lo tanto 1 — a tiene
inverso izquierdo.

3= 4. Seana € Ay r € R tal que (1 —a) = 1. Entonces r = 1 — (—ra).
Como —ra € A existe s € R tal que s(1 — (—ra)) = 1, es decir, sr = 1. Por lo
tanto r tiene inverso derecho e izquierdo, lo que implica que s = 1 — a. Por lo
tanto r es el inverso de 1 — a.

4 = 1. Supongamos que R = A+ B. Entonces 1 =a+bcona € Aybe B.
Por hipdtesis existe r € R tal que rb = r(1 —a) = 1 lo que implica que 1 € B.
Por lo tanto B=Ry A << R. O

Observacion 9.2.16. Tambien se tiene la version para ideales derechos del lema
anterior.

Teorema 9.2.17. Sea R un anillo. Entonces Rad(grR) = Rad(Rpg).

Demostracion. Por la Proposicion 4, Rad(rR) << grR, asi que por el
Lema para todo a € Rad(rR) 1 — a tiene inverso. Como Rad(gR) es
un ideal bilateral, por la Observacion Rad(gR) << Rpg. Por lo tanto
Rad(rR) C Rad(Rg). Por simetria se tiene la igualdad. O

Observacion 9.2.18. En la literatura, el ideal Rad(R) es conocido como el radical
de Jacobson del anillo R.

Teorema 9.2.19. Sea R un anillo tal que Raffm) es s.s. Entonces:

1. Todo simple izq. (resp. der.) es isomorfo a un submodulo izq. (resp. der.)
R
de Rad(R) *
2. El numero de bloques de Ra%@ es finito e igual al numero de clases de
isomorfismo de modulos simples izq. (resp. der.).

Demostracion. 1. Sea rS simple, entonces existe M < R ideal maximo tal que
S 2 R/M. Tenemos que Rad(R) C M entonces

R _ R/Rad(R)

M = M/Rad(R)
Como R/Rad(R) es s.s. entonces M/Rad(R) es sumando directo, es decir,
R/Rad(R) = (M/Rad(R)) ® (A/ Rad(R)). Por lo tanto

R/Rad(R)
M/ Rad(R)

S

1%

A/Rad(R) = =
2. Por el Lemma [2.1.11| los R-submodulos de R(ﬁ@) coinciden con los
ideales izquierdos de R/ Rad(R). Entonces R/ Rad(R) es semisimple como ﬁ@_

médulo. Lo que implica que los bloques de R/ Rad(R) son finitos. Ademés por
(1), R/Rad(R) contiene una copia de cada R-mdédulo simple. O
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Teorema 9.2.20. Sea R un anillo tal que R/ Rad(R) es s.s. Entonces para todo
R-mddulo M :

1. Rad(M) = Rad(R)M
2. Zoc(M) = {m € M | Rad(R)m = 0}

Demostracion. 1. Tenemos que Rad(R)(%) = 0, asf que % es un
R/Rad(R)-médulo. Como R/Rad(R) es semisimple entonces W es s.s.

como Radilm—médulo. Por el Lema [2.1.11 % es s.s. como R-moddulo. Por

lo tanto Rad(m) =0. Asi Rad(M) C Rad(R)M.
2. Todo s.s. tiene radical cero y Rad(R)M C Rad(M). Entonces, si A :=
{m € M | Rad(R)m = 0}, tenemos que Zoc(M) C A. Por otra parte, Rad(R)A =

0, asi que A es un Radi(m—médulo y tiene los mismos submodulos que rA. Pe-

ro A como ﬁ}m—médulo es s.s. lo que implica que rA es s.s.. Por lo tanto
A C Zoc(M). O

Definicién 9.2.21. Un ideal izq. (resp. der. o bilateral) A de R se llama nil-
ideal si todo elemento de A es nilpotente. Decimos que A es nilpotente si existe
m € N tal que A™ = 0.

Proposicion 9.2.22. 1. Todo ideal izq. (resp. der. o bilateral) nilpotente es
un nil-ideal.

2. La suma de dos ideales nilpotentes es nilpotente.
3. Todo nil-ideal esta contenido en Rad(R).
4. Si gR es Noetheriano, todo ideal bilateral que sea nil-ideal es nilpotente.

Demostracion. Los incisos (1), (2) vy (&) se dejan como ejercicio al lector.
4. Sea B < R un ideal bilateral que es nil-ideal. Consideremos la siguiente
familia
{rC < R| C es nilpotente y C C B}

La familia anterior es no vacia y como gR es Noetheriano tiene maximos.
Sea A un méaximo y supongamos que A < B. Por (2) A es el mayor nilpotente
incluido en B. Sea n € N tal que A™ = 0, entonces (Ar)" = (Ar)(Ar)...(Ar) =
A™r = 0 lo que implica que Ar < A para todo r € R, asi que A es bilateral.
Consideremos el conjunto {(b : A) | b € B — A}, el cual tiene méximos. Sea
(bo : A) un maximo. Supongamos que existe z € R tal que bpz ¢ A. Entonces
(bo : A) C (boz : A), por la maximidad de (by : A), tenemos que (box : A) =
(bo : A). Como byz € B entonces existe [ € N tal que (boz)! = 0 € A. Por
lo tanto existe ¥ € N minimo tal que (bgz)*1 ¢ Ay (boz)* € A. Asi que
((box)k=1: A) = (by : A) lo que implica que byzby € A. Entonces, tenemos que
para todo x € R tal que box ¢ A, boxby € A.

Sea rbysby € RbygRbg. Si bgs ¢ A entonces bosbg € A y por lo tanto rbysby €
A. Sibys € A entonces rbysby € A. Entonces (Rbg)? C A, por lo que ((Rbg)?)" =
0. Por la maximidad de A, Rby < A. Contradiccion. Por lo tanto A = B. O
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Observacion 9.2.23. Notemos que existen nil-ideales que no son nilpotentes.
Para esto consideremos el anillo

Z["El,.’ﬂg, ]
({«1, 23,25, ...})

Sea A = (({Z71,T3,...}). Entonces A es un nil-ideal ya que sus generadores son
nilpotentes pero es ficil ver que A no es nilpotente.

E=3

Teorema 9.2.24. Si pR es Artiniano entonces Rad(R) es nilpotente.

Demostracion. Tenemos la siguiente cadena descendente
R D Rad(R) D Rad(R)? D ...

Como R es Artiniano existe una n € N tal que Rad(R)" = Rad(R)"*! para
toda I > 0. Supongamos que Rad(R)™ # 0. Consideremos la familia {gA <
R | Rad(R)™A # 0}. Esta familia no es vacia pues Rad(R) estd en ella. Como
rR es Artiniano podemos tomar un minimo en la familia, digamos A. Como
Rad(R)™A # 0 existe a € A tal que Rad(R)™a # 0y por lo tanto Rad(R)™Ra #
0 pero Ra < A lo que implica que Ra = A. Asi

Rad(R)"A = Rad(R)"Ra = Rad(R)"*' Ra = Rad(R)" Rad(R)Ra
= Rad(R)" Rad(R)a.

Por la minimidad de A, Rad(R)a = A = Ra. Ahora, por la Proposicién
tenemos que
Rad(R)a = Rad(R)Ra C Rad(Ra) << Ra.

Por lo tanto Rad(R)a < Ra. Contradiccién. O

Corolario 9.2.25. 1. SigR es Artiniano entonces Rad(R) es el mayor ideal
izq. (resp. der. o bilateral) nilpotente.

2. Si R es conmutativo y Artiniano entonces Rad(R) = {r | r es nilpotente}.

3. Si gR es Artiniano entonces Rad(M) = Rad(R)M << M para todo R-
mddulo M (También vale por la derecha).

Demostracion. 1. Por el Teorema[9.2.24] Rad(R) es nilpotente. Si A < R es un
ideal nilpotente entonces por la Proposicion [9.2.22}3 A C Rad(R).

2. Como Rad(R) es nilpotente entonces todos sus elementos son nilpotentes.
Ahora, si @ € R es nilpotente con a™ = 0 entonces (Ra)™ = Ra™ = 0 as{ que
Ra C Rad(R). Por lo tanto a € Rad(R).

3. Por el Corolario[0.2.14 R/ Rad(R) es s.s., entonces para todo R-modulo M,
Rad(M) = Rad(R)M por el Teorema[9.2.20] Supongamos que M = Rad(R)M+
U, entonces Rad(R)(Rad(R)M +U) +U = M lo que implica que Rad(R)>M +
U = M. Inductivamente Rad(R)"M + U = M para toda n. Como Rad(R) es
nilpotente entonces U = M. O

Observacion 9.2.26. Notemos que en inciso (2) del corolario anterior, si R no es
conmutativo entonces no es cierto. Cosidere el anillo R = M3(K) de las matrices
cuadradas de 2 x 2 con coeficientes en un campo K. Como se vi6 en el Teorema
R es un anillo simple y semisimple as{ que Rad(R) = 0. Por otro lado,

el elemento (8 (1)) es nilpotente.
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Definicién 9.2.27. Un anillo R se llama semiprimario si Rad(R) es nilpotente
y R/Rad(R) es semisimple.

Teorema 9.2.28. Sea R un anillo semiprimario. Un R-mdédulo M es Noethe-
riano si y sélo si M es Artiniano.

Demostracion. Sea R semiprimario, entonces existe n > 1 tal que Rad(R)"™ = 0.
Supongamos que M es un R-médulo Artiniano. Por el Teorema|9.2.20|Rad(M) =
Rad(R)M. Consideremos los R-mddulos Artinianos

M/ Rad(M),Rad(M)/Rad(M)?,...,Rad(M)"~'/Rad(M)™ = Rad(M)" .

Cada uno de estos médulos lo podemos ver como RadL}R)—médulo y por lo tanto
son semisimples, més atin por el Lemma[2.1.11]y el Teorema[J.1.7]son de longitud
finita, en particular Noetherianos. En vista del Lemma[2.1.11]estos cocientes son
Noetherianos como R-médulos.

Tenemos la siguiente sucesion exacta corta

Rad(M)"—2

n—1 n—2

— 0.

Por el Teorema Rad(M)"~2 es Noetheriano. Repitiendo este proceso
tenemos que M es Noetheriano. Por simetria se tiene la otra implicacién. [

Corolario 9.2.29. Un anillo R es Artiniano si y sdlo si R es semiprimario y
Noetheriano.

Demostracion. =. Por el Corolario R/Rad(R) es semisimple y por el
Teorema Rad(R) es nilpotente. Por lo tanto R es simprimario. Por el
Teorema [0.2.28 R es Noetheriano.

< Se sigue del Teorema [9.2.28 O

Observacion 9.2.30. Notemos que el Corolario anterior nos dice que todo ani-
llo Artiniano es Noetheriano. A este resultado se le conoce como Teorema de
Hopkins-Levitzki.

Lema 9.2.31. Sea N < M. Entonces Zoc(N) = Zoc(M)N N.

Demostracion. La demostracién se deja al lector. O
Proposicion 9.2.32. Son equivalentes para un R-mddulo M # 0:

(a) M es finitamente cogenerado.

(b) Zoc(M) <. M y Zoc(M) es f.cog.

(c) E(IM)=Q1® ... Qy, donde Q; = E(S;) para algun simple S;.

Demostracion. (a)=(b). Tenemos que Zoc(M) = ()< 5, A Sea L < M tal que
LN Zoc(M) = 0. Como M es f.c. existe un subconjunto finito de submédulos
esenciales Ay,..., A, de M tales que ;_; A; N L = 0. Como la interseccién
finita de esenciales es esencial se tienen que L = 0. Por lo tanto Zoc(M) <. M.
Claramente, submoddulos de f.c. son f.c.
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(b)=(a). Sea {A;}r una familia de submddulos de M tales que [); 4; = 0.
Entonces (; Zoc(A4;) = 0 y como Zoc(A;) C Zoc(M) existe un subconjunto
finito J C I tal que [); Zoc(A;) = 0. Usando el Lema [9.2.31] tenemos que

0= () Zoc(A;) = ()(Zoc(M) N A;) = Zoc(M) N (ﬂ Ai> .
J J J
Se sigue que [); A; = 0 ya que Zoc(M) <. M.

(b)=(c). Sea E(M) la capsula inyectiva de M. Por la hipétesis, Zoc(M) <.
E(M). Como Zoc(M) es f.c., por el Teorema[9.1.7 Zoc(M) = 51 ®...® S, con S,
simple. Como la cdpsula inyectiva conmuta con sumas directas finitas se tiene
que

E(M) = E(Zoc(M))=E(S1 ®...® S,) = E(S1) @ ... ® E(S,,).

(¢)=(b). Supongamos que E(M) = E(S;) @ ... ® E(S,) con S; simple. En-
tonces

Zoc(E(M)) = Zoc (@ E(SZ-)> =@ zoc(E(S:)) = EP S

yaque S; <. E(S;). Ahora, por el Lemal[9.2.31] Zoc(M) = MNZoc(E(M)) =
@) SiNM = @7 S; pues como M <, E(M), cada S; estd contenido en M.
Por lo tanto Zoc(M) es f.c. por el Teorema Como S; <. E(S;), B} Si <.
E(M) y por lo tanto Zoc(M) <. M. O

Corolario 9.2.33. Sea M un R-mddulo. Entonces M es Artiniano si y sélo si
para todo cociente M /U se tiene que:

1. Zoc(M/U) <. (M/U)
2. Zoc(M/JU) es f.c.
Demostracion. Es clara tomando en cuenta el Teorema [7.1.4] O

Teorema 9.2.34. 1. rR es Noetheriano si y solo si todo modulo inyectivo
rQ es suma directa de inyectivos inescindibles.

2. rR es Artiniano si y sélo si todo mddulo inyectivo rQ es suma directa de
capsulas inyectivas de modulos simples.

Demostracion. 1 =-. Por la Proposicién [7:2:6

1 <. Sea {S;}n una familia numerable de médulos simples. Afirmamos que
M = @y E(S;) es inyectivo. Tenemos que Zoc(M) = @y Si = Zoc(E(M)).
Por hipétesis E(M) = @, D; con D; inyectivo inescindible. Sea J; = {j €
J | Zoc(Dj) # 0}, entonces Zoc(E(M)) = @ ;, Zoc(D;). Por el Corolario [7.2.4
Zoc(D;) = T; con T; simple. Asi que

P Si = Zoc(M) = Zoc(E(M)) = P T;
N Ji

Por el Teorema cada §; = T} para algin j € J; lo que implica que
E(S;) = Dj. Por lo tanto M = Py E(S;) = @, Dj pero M <. E(M) y
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@, D;j es un sumando directo de E(M) por lo tanto E(M) = @ ; D; = M.
Por lo tanto M es inyectivo y asi g R es Noetheriano por el Teorema [7.1.14

2 =. Por el Corolario [0.2.29] R es Noetheriano, asi que por la Proposicién
[[.2.6] se tiene el resultado.

2 <. Sea A un ideal izquierdo de R y consideremos E(R/A). Por hipétesis
E(R/A) = @, E(S;) con S; simple. Como R/A es ciclico existe un subconjun-
to finito J C I tal que R/A C @, E(S;), ie., E(R/A) = @, E(S;). Por la
Proposicién y el Corolario [0.2.33] g R es Artiniano. O

Teorema 9.2.35. Sea rQ un R-mddulo inyectivo y S = Endg(Q). Son equi-
valentes para f € S:

(a) f € Rad(S)
(b) Ker f <. Q

Demostracion. (a)=(b). Sea f € Rad(S). Sea U < @ tal que U NKer f = 0.
Entonces f|y es un monomorfismo. Como @ es inyectivo existe g € S tal que
goflu =idondei: U — @ es la inclusién candnica. Entonces para todo u € U,
u=1(u) = ¢gf(u) lo que implica que U C Ker(Idg — ¢gf). Como f € Rad(S), gf
también. Asi que Idg — gf tiene inverso. Por lo tanto U C Ker(Idg — gf) = 0.

(b)=(a). Consideremos S f y supongamos que S = Sf + G para algin ideal
izq. G de S. Entonces existen ¢ € G y h € S tales que Idg = hf + g. Si
x € Ker f NKer g entonces © = hf(x) + g(xz) = 0. Como Ker f <, @, Kerg =0,
es decir, g es un monomorfismo. Como @ es inyectivo existe k& € S tal que
kg = Idg lo que implica que Idg € G y por lo tanto G = S. Entonces Sf << S
y asi f € Rad(S). O

Corolario 9.2.36. Sea rQ inyectivo y S := Endg(Q). Entonces para cada
f €S existe g € S tal que fgf — f € Rad(S).

Demostracion. Sea f € S.Sea U < @ un p.c. de Ker f, entonces Ker foU <. Q.
Ademsds f|y es un monomorfismo, asi que existe g € S tal que gf|y = ¢ donde
i:U — @ es la inclusion candnica. Si k 4+ u € Ker f @ U entonces

(f9f =Nk +u) = Fgf(k+u) = f(k+u) = fgf(u) — f(u)

= fgf(u) — f(gf(u)) =0

Por lo tanto Ker f @ U C Ker(fgf — f), as{ que Ker(fgf — f) <. Q. Por el
Teorema [9.2.35, fgf — f € Rad(S). O

Definicién 9.2.37. Un anillo R se llama regular de von Neumann si para cada
r € R existe x € R tal que rar =r.

Teorema 9.2.38. Sea P proyectivo y S := Endgr(P). Son equivalentes para
fes:

(a) f € Rad(9)

(b) Imf << P
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Demostracion. (a)=-(b). Sea U < P tal que Im f + U = P. Consideremos
m: P — P/U la proyeccién canénica. Entonces para cada p € P existen f(z) €
Imfywu e U tales que p+ P = (f(x) + u) + P = f(z) + P. Por lo tanto
wf es suprayectiva. Como P es proyectivo, existe g € S tal que wfg = .
Entonces w(Idp — fg) = 0 lo que implica que Im(Idp — fg) C Kerw = U. Como
f € Rad(S), Idp — fg tiene inverso. Por lo tanto Im(Idp — fg) = P =U.
(b)=(a). Supongamos que S = fS + G para algin ideal derecho G de S.
Entonces existen h € Sy g € G tales que Idp = fh + g. Asi, para todo x € P,
z = (fh+g)(x) = f(h(x)) 4+ g(x) lo que implica que P = Im f + Im g. Pero
Im f << P por lo que Img = P, es decir, g es sobre. Como P es proyectivo
existe k € S tal que gk = Idp. Por lo tanto G = S. Entonces fS << Sg 'y
f € Rad(S). O

Teorema 9.2.39. Si 0 # P es proyectivo entonces Rad(P) # P.

Demostracion. Sea S := Endg(P). Para cadap € Py ¢ : P — R definimos
p : P — P como pp(x) = ¢(z)p. Sea p € Rad(P). Entonces Rp << P asf que
Im ¢, = ¢(P)p C (Rp) << P. Por lo tanto Im ¢, << P. Por el Teorema [9.2.3§]
¢p € Rad(S).

Sea (¢;, p;) la familia dada por el Teorema m Entonces para todo x € P
x = pi(z)p;. Por lo tanto (Id, —;,,)(z) = 0. Supongamos que Rad(P) = P.
Si0#xz€ P, z=) ¢()p;. Como cada p; € Rad(P) entonces p;, € Rad(S)
para toda 4. Lo que implica que ) ¢;, € Rad(S) y por lo tanto Idp — ) ¢;,,
tiene inverso. Contradiccién. O

Corolario 9.2.40. Si P es proyectivo y P = Py® Py con P, C Rad(P) entonces
P, =0.

Demostracion. Consideremos 7 : P — P, la proyeccién canénica. Entonces si
P2 Q Rad(P)
P2 = 7T(P2) Q W(R&d(P)) g Rad(Pg) g P2

Asique Rad(P,) = P,. Como P, es proyectivo, P, = 0 por el Teorema(9.2.39, O

Observacion 9.2.41. Por la proposicién 2 sabemos que Rad(R)M C Rad(M)
y si M es Artiniano por el Corolario y el Teorema|9.2.20| tenemos la igual-
dad. La pregunta es ;Para qué anillos se tiene que Rad(R)M = Rad M?

Teorema 9.2.42. Sea R un anillo y denotemos R := R/ Rad(R). Son equiva-
lentes:

(a) Rad(R)M = Rad(M) para todo R-mddulo M.

)
(b) Sea M un R-mddulo. Si Rad(R)M = 0 entonces Rad(M) = 0.
(c) Rad(M) = 0 para todo R-mddulo M.

(d) Sip: M — N es un R-morfismo entonces p(Rad(M)) = Rad(¢o(M)).
(e) Sea M un R-mddulo y U < M entonces MJI\JM = Rad(M/U).

(f) Sea M un R-mddulo y U < M. SiRad(M) = 0 entonces Rad(M/U) = 0.
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Demostracion. (a)=(b). Es clara.

(b)=(c). Sea M € R-Mod. Consideremos el morfismo canénico de anillos
p: R — R. Entonces M es un R-médulo, asLRad(R)M = 0 lo que implica que
Rad(grM) = 0 pero 0 = Rad(rM) = Rad(zM).

(¢)=(a). Sea M un R-mdédulo y consideremos el R-médulo Ra«%. Como
Rad(R)(m) = 0 entonces m es un R-médulo y tiene los mismos
submddulos que como R-mdédulo. Por hipétesis, Rad(ﬁﬁ) = 0 asi que
Rad(R(%)) = 0. Por el Teorema 2, Rad(M) C Rad(R)M.

(a)=(d). Sea ¢ : M — N un R-morfismo. Entonces

p(Rad(M)) = p(Rad(R)M) = Rad(R)p(M) = Rad(p(M)).

(d)=(e). Sélo hay que considerar la proyeccién canénica m: M — M/U.
(e)=(f). Es claro.
(f)=(a). Sea M un R-médulo. Sabemos que M es cociente de un libre,
digamos F, asf que existe U < F tal que M = F/U. Por la Proposicién 7,
Rad(F) = Rad(R)F. Como Rad(F/Rad(F)) = Rad(R/Rad(R)F) = 0, por

hipétesis:
()
ad I
Rad | AFdBOF)
Rad(R)F+U
( Rad(R)F )
pero
F F
Rad(R)F ) F N (£)
(Rad(R)F+U) B Rad(R)F + U B (Rad(R)F+U)'
Rad(R)F U
Por lo tanto
()
Rad U =0
(Rad(R)FJrU)
U

Por el Teorema[9.2.5

Rad(R)F + U
Rad(F/U) € =—————

C Rad(R)(F/U).
Por lo tanto Rad(R)M = Rad(M). O

Definicién 9.2.43. Un anillo que satisface las condiciones del Teorema [9.2.42
se llama bueno izquierdo.
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Capitulo 10

Producto Tensorial

10.1. Producto Tensorial

Sea S un anillo y consideremos Ag un S-médulo derecho y sU un S-médulo
izquierdo. Tomemos A x U y luego el Z-médulo libre F = ZA*Y) con base
AxU.

Definimos los siguientes subconjuntos de F':

Dy = {(a1 + az,u) — (a1,u) — (ag,u) | a1,a2 € Au € U}
Dy = {(a,u1 +u2) — (a,u1) — (a,uz) |a € Auy,uz € U}
T ={(as,u) — (a,su) |la€c AuecUsecS}
Tomamos el submédulo generado por estos subconjuntos
K=(D;UD;UT)< F

Definicién 10.1.1. Sean S un anillo, Ag un S-médulo derecho y sU un S-
modulo izquierdo. Consideremos F' 'y K como arriba. El producto tensorial de
A con U (sobre S) es el grupo abeliano A ®s U := F/K.

Observacion 10.1.2. Dado un bésico (a,u) € F, a su clase de equivalencia en
A ®g U la denotamos a ® u. Claramente el conjunto {a @ u | a € A u € U}
genera a A ®g U.

Proposicion 10.1.3. Sean a,a1,a2 € A, u,u1,us € U y s € S. Entonces:
1. (a1 +a2) @u= (a1 ®u) + (az @ u)

a® (up+u) =(a®@ui) + (a ® us)

as@u=a® su

0®u=0=a®0

—(a®u)=(—a)@u=a® (—u)

S v e

Para todo z € Z, z(a®@u) = (2a) Qu=0aQ zu

Demostracion. La prueba de estas propiedades se deja como ejercicio. O
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Observacion 10.1.4. Un elemento en F' es una suma finita Y z;(a;, u;) con z; €
Z, por lo que los elementos de A®g U son sumas finitas de la forma Y z;a; ® ;.

Ejemplo 10.1.5. Sea 0 # n € Z. Consideremos los Z-médulos Z,, v Q, y
tomemos el producto tensorial Z, ®z Q sobre Z. Entonces

0sq=a0 (%) =ae (n(2)a) —ne (L) =08 (1a) -0

Por lo tanto Z,, ®7 Q = 0.
Definicién 10.1.6. Sean Ag, sU y zM mddulos. Una funcién ¢ : Ax U — M
es biaditiva si

SD(CLl + az, ’LL) = @(ah U) + L)O(G/Qa u)

QD(G, U1 + u2) = QO(G/, U1) + QO(O/, UQ)-

Decimos que ¢ es S-tensorial si ademés

o(as,u) = ¢(a, su).
Observacion 10.1.7. Con la notacién de la Definicién [10.1.1] la siguiente funcién
es S-tensorial
A x UC—Z>F—W>>A®SU:=F/K

donde i es la inclusion de la base y 7 es la proyeccién canénica. Denotemos
7 := mwoi. Ademds, para todo morfismo A : z(A ®s U) — zM el mapeo A\
es S-tensorial y se tiene que A(D (a; ® w;)) = > Aa; ® ui) = > A7(a;, u;).
Denotemos por T'ens(A x U, M) a la coleccién de funciones S-tensoriales.

Proposicion 10.1.8. Consideremos la notacion de la definicion|10.1.1. Enton-
ces, Tens(Ax U, M) es un Z-mddulo. Ademds, hay un ismorfismo de Z-mddulos
entre Tens(A x U, M) y Homz(A ®s U, M).

Demostracion. Dados ¢, € Tens(Ax U, M), definimos o+ (a,u) = p(a,u)+
¥ (a,u). Claramente esta operacién hace a Tens(A x U, M) un grupo abeliano.
Definimos ® : Homz (A ®s U, M) — Tens(A x U, M) como ®(A\) = Ar.

Sean A1, Ay € Homy (A ®g U, M). Entonces

@()\1 + /\2)(a,u) = (Al + )\Q)T(a,u) = ()\1 + )\2)(0, X u) = )\1(CL X u) + )\Q(CL X u)
= M7(a,u) + Ao7(a,u) = ®(A1)(a,u) + P(A2)(a,u).
Supongamos que ®(\) = 0. Entonces
0=2(N)(a,u) = Ar(a,u)

para todo (a,u) € A x U, as{ que A (a; @ u;)) = > (M (as,u;)) = 0. Por lo
tanto A = 0, es decir, ® es inyectiva. Sea ¢ € Tens(A x U, M ). Como A x U es
base de F' entonces existe un tnico Z-morfismo @ : F' — M. Ahora, como ¢ es
S-tensorial se tiene que K C Ker ¢, lo que implica que existe A : A @5 U — M
tal que Am = @. Por lo tanto A7 = ¢ y asi ® es suprayectiva.

AXU——sF —5 A®qU

e

Por lo tanto ® es un isomorfismo. O
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Definicién 10.1.9. Sea S un anillo y Ag, sU S-mdédulos. Una pareja (77T, 7)
es un producto tensorial de Ay U si 7: A X U — T es S-tensorial y cumple la
siguiente propiedad universal:

Dado una funcién S-tensorial 7" : A x U — M, existe un tnico Z-morfismo
A:T — M tal que A\t = 7.

AxU LA ZT
e
, v
T l L7
7M
Proposicion 10.1.10. Sea S un anillo y Ag, sU.

1. Si (T,7) es un producto tensorial de A y U entonces T es tinico salvo
isomorfismo.

2. A®g U es un producto tensorial de A y U.

Demostracion. 1. Es clara de la propiedad universal del producto tensorial.
2. Por la Proposicién [10.1.8] O

Proposicién 10.1.11. Dados Ag, Bs, sU y sV S-mddulos, « € Homg(A, B)
y 1 € Homg (U, V) existe un tinico Z-morfismo a @ u: AQs U — B®g V tal
que (@ @ p){a @ u) = a(a) ® u(u)

Demostracion. Sean Ag, Bg, sU y sV S-médulos y o € Homg(A,B) y p €
Homg(U, V). Definimos la funcién ¢ : A x U - B®g V como ¢(a,u) = ala) ®
u(u). Entonces ¢ es S-tensorial. Por lo tanto existe un tinico morfismo de A ®g
U — B®gV al que denotamos o ® p. O

Proposicion 10.1.12. Sean Ag, Bg, Cs, sU, sVy sW S-mddulos y o €
Homg (A, B), pn € Homg(U,V), 8 € Homg(B,C) y v € Homg(V, W). Entonces

1. Ida ® Idy = Idagsu-

2. (Bev)(a®u) =pBa@vpu.

8. St a y u son isomorfismos entonces a @ | es isomorfismo.
Demostracion. Se deja como ejercicio al lector. O

Proposicién 10.1.13. Sean Ag y sU S-mddulos. Supongamos que ademds g A
es un R-S-bimddulo. Entonces A ®g U es un R-mddulo izquierdo.

Demostracion. Seanr € Ry > a; ® u; € A®g U. Definimos

T(Zai®ui) :Zrai®ui.

Se puede ver facilmente que esta operacién da estructura de R-mddulo izquierdo
aA®sU. O]

Observacion 10.1.14. De forma anéloga a la proposicién anterior si sUr es un
S-T-bimédulo entonces A ®g U tienen estructura de T-médulo derecho.
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Proposiciéon 10.1.15. Sean R y S anillos. Consideremso rAg, sU y rM. Si
w: AxXU — M es una funcion S-tensorial tal que o(ra,u) = rp(a,u) para todo
r € R entonces existe un unico R-morfismo A : A®s U — M tal que A\t = .

Demostracion. Por la Proposicién [I0.1.8] existe un tnico Z-morfismo A : A ®g
U — M tal que A\t = . Ahora,sear € Ry > a; Qu; € A®g U. Entonces

A (rZai ® uz> =\ (Z ra; ® ul) = lranw) =Y (re(ai, u;))
= nga(ai,ui) =7\ (Zai ®ui) .

Teorema 10.1.16. Para todo sU se tiene que s(S ®sU) = gU.

Demostracion. Definimos ¢ : S X U — U como ¢(s,u) = su la cual es S-
tensorial. Ademas p(ss’,u) = (ss')u = s(s'u). Por la Proposicién [10.1.15| existe
un unico S-morfismo A : S ®g U — U definido como

A (Z $i ® uz) = Zsiui.

Si u € U, entonces A(1 ® u) = u. Por lo tanto A es sobre. Si A (D] s; ® u;) =0,
entonces Y s;u; = 0. Asi que

dosiou=Y 1@su;=1®Y su=120=0.

Por lo tanto A es inyectiva. O

Observacion 10.1.17. De forma andloga a la proposicién anterior, si tenemos Ag
un S-médulo entonces A g S = Ag.

Proposiciéon 10.1.18. El producto tensorial es asociativo, es decir,
(AQr M) ®sU X A®r (M ®sU)
para moédulos Ar, rRMg y sU.
Demostracion. Sea ug € U. Definimos la funcién
Oug :AXM = A®r (M 25 U)

como
Yup(a,m) =a® (m® ug)

Se puede ver facilmente que estd funcién es R-tensorial. Por lo tanto existe
un unico morfismo A, : A®r M — A®gr (M ®g U) el cual se calcula como
Aug O a; @my) =3 a; @ (m; @ ug). Ahora definimos la funcién

V:(AQr M) x U = A®r (M ®s U)

como

0 (Z(ai ®mi),u) =\ (Zai ®mi) .
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La funcién ¢ es S-tensorial, asi que existe un dnico morfismo ¢ : (A®r M) ®g
U— A®gr (M ®g U) definido como

¢ (Z(ai ®@m;) ® U) = Zai ® (m; @ u;).

De forma andloga podemos contruir el inverso de ( de A ®r (M ®s U) —
(ARr M) ®s U.
O

Proposicién 10.1.19. Sea {A;}; una familia de S-mddulos derechos y sea
{U;}; una familia de S-mddulos izquierdos. Entonces

(@) (9)-@@uen

Demostracion. Sean t; : A; — @, A y nj : Uj — @, U; las inclusiones canéni-
cas. Pongamos A = @, A, y U = @, U;. Definimos la siguiente funcién S-
tensorial

p: AxU =P AieU)
1

e((ai)r,u) = (a; @ u)r.

Entonces existe un tnico morfismo A : A® U — @, (A; ® U) definido como
A(ai); ® u) = (a; @ u);.
Ahora para cada i € I, usando la funcién S-tensorial definida como
(@i, (u)s) = vilai) ® (uj)s

tenemos un tnico morfismo \; : A; ®s U — A®g U. Por la propiedad universal
de la suma directa, existe un inico morfismo

C:@(Ai®SU)—>A®SU
T

dado por

C((a; ®u)r) =Y (ti(as) ® u).

I
Sea > ((a;,)1)r ® u € A®g U. Entonces

A (Sl ow) = ¢ (3 (@, 9 w,)
= ZZLik(aik) Qu= Z((aik)l)k ® u.

Por lo tanto (A = Idagu. Por otro lado, si (a; @ u)r € @, (A; ®s U) entonces

A((a; ®u)r) = A (Z(Li(ai) ® U)) =3 AMeilai) ® u)
I

I
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— Z'u,i(ai (24 U) = (ai & U)I
I

donde p; : A; ®s U — EB[ (A; ®s U) es la inclusién candnica. Por lo tanto A es
un isomorfimo. De la misma forma se puede ver que para cada i € I

A®5UN@ i ®s Uj)

Por lo tanto
@@(Ai ®sU;) = A®s U.
I J
O

Proposicién 10.1.20. Si Ag es libre con base {x,}a entonces todo elemento
de A®g U se representa como una suma finita » , o ® uq donde cada u, estd
totalmente determinado.

Demostracion. Si Ag es libre con base {x4}a entonces A = P, o5 con z,5 =

S. Por el Teorema [10.1.16]y la Proposicién [10.1.19| se tiene que

A®sU = (@%S) ®SU%@(@~QS®U)
A
=P (SesU)= @U
A

Sia € A entonces a = Y x,5, (una suma ﬁmta), asi

Zai Qu; = Z (Z xaisai) ®u; = Zz(xaisai) @ ug
:szai®5aiuizzxa®ua

Sea a = > x4Sq la representacién de a en la base. Definimos la siguiente
funcién S tensorial A x U — U como: fijemos 5 € A

(a,u) = sgu Si [ aparece en la reperesenctacién de a.
a,u
0 En otro caso.

Entonces existe un tnico morfismo A ®g U — U definido como

ug Sixg aparece en la suma » o, Qu
Z Lo ® Uy B B ap > Ta o
0 En otro caso.

Como la imagen de este morfismo estd unicamente determinada, se sigue la
unicidad de los u,,. O

Corolario 10.1.21. Sea S un anillo conmutativo. Sean As un mddulo libre con
base x1,...,xm Yy sU un mddulo libre con base z1, ..., z,. Entonces ARsU es un
S-mdédulo libre con base {x; ® z;}.

Demostracion. Por la Proposicién [10.1.20] cada elemnto de A ®g U es de la
forma Y z; ® u; donde los u; estdn totalmente determinados. Esto implica que
stu; =) 8525 entonces los s;; estd unicamente determinados. Por lo tanto los
coeficientes de la representacién

drioui=» 4;® (Zsijzij) =D sij (@ ®z)

son unicos. O
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10.2. El producto tensorial como funtor adjunto

Definicién 10.2.1. Sean C y D categorias. Dados dos funtores F' : C — D'y
G : D — C decimos que F es adjunto izquierdo de G (o que G es adjunto derecho
de F') si hay un isomorfismo:

Homp(F(A), B) = Hom¢ (A, G(B)).
Sea M un R-médulo. En la Seccién [3.4]se vio que Homp (M, ) es un funtor
Homp(M,-) : R — Mod — Ab.
Si ademés M es R-S-bimédulo entonces
Homp(M,_): R— Mod — S — Mod.
Sea pAg un R-S-bimédulo. Por la Proposicion Proposicién
y Proposicién tenemos un funtor:
ARs_:S—Mod — R — Mod.

Teorema 10.2.2. Sea rAs un R-S-bimddulo. Entonces A Qg _ es adjunto iz-
quierdo del funtor Hompg (A4, -).

Demostracion. Sean Uy gN médulos. Denotemos por R-Tens(Ax U, N) a to-
das la funciones S-tensoriales ¢ tales que p(ra, u) = r¢(a, ). Por la Proposicién

y la Proposicién tenemos un isomorfimo de grupos abelianos
R —Tens(Ax U,N) =2 Homp(A ®s U, N).

Ahora, sea f € Homg(U,Hompg(A, N)). Definimos ¢y : A x U — N co-
mo ¢¢(a,u) = f(u)(a). Esta funcién es S-tensorial y ademés ¢y(ra,u) =
f(u)(ra) =rf(u)(a) = res(a,u). Por lo tanto ¢y € R —Tens(A x U, N).

Por otro lado, si ¢ € R — Tens(A x U, N) definimos f, : U — Hompg(A, N)
como f,(u)(a) = ¢(a,u). Notemos que f,(u)(ra) = p(ra,u) = ry(a,u) =
rfp(u)(a). Ademds, f,, (u)(a) = @p(a,u) = F(u)(a) y or, () = fo(u)(a) =
©(a,u). Asi tenemos un isomorfismo de grupos abelianos

Homg (U, Hompg(A, N)) =2 R — Tens(A x U, N).

Por lo tanto
Homp(A ®s U, N) 2 Homg (U, Hompg(A, N)).

Proposicion 10.2.3. El funtor A ®g _ es exacto derecho.

Demostracion. Sea 0 — U 5V % W — 0 una sucesion exacta corta en S-Mod.
Sean rN un R-médulo y H = Hompg(A, N). Por el isomorfismo del Teorema
10.2.2| tenemos el siguiente diagrama conmutativo:

0 ——— Homg (U, H) Homg(V, H) Homg (W, H)

| ; :

0 —— Homp(A ®s U, N) —— Homp(A ®s V,N) —— Homp(A ®s W, N)

IR
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Por la Proposicion los renglones son exactos. Ahora por la Proposicion

[£2.6] la sucesién
AR U - A®RsgV - ARs W — 0

es exacta. O

10.3. Modbdulos Planos

Sea I < R un ideal bilateral. Consideremos la inclusiéon canénica i : I — R.
Entonces tenemos el morfismo

IdR/]®i : R/I Qprl — R/I@R R.
Sea (r+1I)®a € R/I ® I. Entonces
(Idg/r@i)(r+1)®a)=(r+I)@a=(r+1)a®1

:(ra+])®1:0®1:0.

Esto es un ejemplo de que al aplicar el funtor (/d ® _) a un monomorfismo,
no siempre nos da un monomorfismo.

Lema 10.3.1. Sea I < R un ideal bilateral. Entonces R/I @r I = 1/I>

Demostracion. Definimos la funcién R-tensorial ¢ : R/I x I — I/I? como
o(r+1I,a) = ra+1I%. Lo que nos induce un tinico morfismo \ : (R/I)®1 — I/I?.
Se tiene que A es un epimorfismo ya que si a+12? € I/1? entonces A((1+1)®a) =
a + I%. Supongamos que A (3 (r; + ) ® a;) = 0. Entonces Y ra; + I? = 0 i.e.
Soria; € 12 Asi Y ria; = > ajag con aj,ar € I. Por lo tanto

Z(WJFI)@(M :Z(1+1)®mai: (1+I)®Zriai = (1+I)®Zajak

=Z(aj+l)®ak:0.

Por lo tanto A es inyectiva. O

Definicion 10.3.2. Sea Mr un R-médulo derecho. Decimos que M es plano
si para todo monomorfismo « : A — B de R-mdédulos izquierdos se tiene que
Idy ® o es un monomorfimo.

Lema 10.3.3. 1. Si Mg es plano y Mr = Ng entonces N es plano.
2. Sea Mr = @; M;. Entonces, M es plano si y solo si cada M; es plano.
3. Todo mddulo proyectivo es plano.

Demostracion. 1. Es clara.
2. Sea a : A — B un monomorfismo de R-mdédulos izquierdos. Por la Pro-
posicién [10.1.19] tenemos el siguiente diagrama conmutativo:

IdM (03
(B, M) or A~ (D, My) @ B

:l i:

@I (Mﬂ@A%m I(Mi®B)-
I O
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Entonces Idy ® « es inyectiva si y sélo si @; (Idy, ® «) es inyectiva si y
solo si Idys, ® a es inyectiva para toda i € 1.

8. Sea Pg proyectivo. Recordemos que un moédulo es proyectivo si y sélo si es
sumando directo de un libre (Teorema [6.3.5)). Por lo tanto es suficiente probar
el resultado para el anillo R.

Sea a : A — B un monomorfismo. Por el Teorema tenemos el
diagrama conmutativo:

Ropr A Rop B

gl ig

RA ﬁ RB'

Como a es un monomorfismo, Idr ® o también es monomorfismo. O

Lema 10.3.4. Sean Mg y B R-mddulos.

1. Sea Y m;®b; € M @r B. Si Y. m; ®b; =0, entonces existen submddulos
My < M y By < B finitamente generados tales que 0 = > m; ® b; €
My ®gr Bg.

2. Sean My < M y By < B. SiY m; ®b; = 0 en My ®r By entonces
>m;®b;=0en M Qg B.

Demostracion. 1. Tomemos primero como algunos de los generadores de By a
los b; y de My alos m; que aparecen en »_ m;®b;. Entonces > m;®b; € Bo®Mj.
Para probar que este elemento es cero, necesitamos adjuntar méas generadores a
By y a My. Recordemos que

M @ B =7"*B) /K (M, B)

(Definicion [10.1.1]) donde K (M, B) depende de M y de B. Si > m; ®@b; = 0, en-
tonces > (my,b;) € K(M, B). Viendo a Y _(m;,b;) como elemento de K (M, B),
cada sumando se escribe como una combinacion lineal de los generadores de
K (M, B). Como estas combinaciones son finitas, tomamos las coordenandas en
M y en B que aparecen en estas combinaciones y las agragamos como genera-
dores de By y My respectivamente. Asi tenemos que Y (m;, b;) € K(My, Byp).
Por lo tanto > m; ® b; = 0 en My ® By.
2. Tomemos las inclusiones ¢ : My — M y j : By — B entonces

0=i2j(0) = (@) (Y mab)=> meb
en M ® B. O

Corolario 10.3.5. Si Mg es tal que todo submddulo f.g estd contenido en un
submodulo plano entonces Mp es plano.

Demostracion. Sea o : A — B un monomorfismo de R-médulos izquierdos.
Supongamos que (Idy @ «) (> m; ®a;) = 0. Entonces Y m; ® ala;) = 0.
Por el Lema [10.3.4] 1 existe un submddulo My < M finitamente generado tal
que > m; ® ala;) = 0 en My ® B. Por hipétesis existe M; < M plano tal
que My < M. Asi Idy, ® « es un monomorfismo y Idy, @ a (> m; @ a;) =
> m; ® a(a;) = 0, lo que implica que > m; ® a; = 0 en M; ® A. Por el Lema

10.3.412 > m; ®a; =0en M ® A. O
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Corolario 10.3.6. Sea Mpr un R-mddulo y o : A — B un morfismo de R-
mddulos izquierdos tal que Idyr ® o mo es mono entonces existe Ag < A f.g. tal
que Idy ® ala, no es monomorfismo.

Demostracion. Sea 0 # > m; @ a; tal que (Idy ® o) (3. m; ®a;) = 0. Si Ag
es el submédulo de A generado por los a; que aparecen en la suma Y m; ® a;
entonces Y . m; ®a; Z0en M @ Aoy (Idy @ aa,) O mi ®a;) =0. O

Sea 7D un cogenerador inyectivo. Recordeoms que si Mg es un R-médulo
derecho, entonces Homy (M, D) tiene estructura de R-médulo izquierdo.

Teorema 10.3.7. Son equivalentes para un R-mddulo Mp:
1. Mg es plano.
2. gM° := Homgz(M, D) es inyectivo.

3. Si A < R es un ideal izquierdo f.g. entonces Idp;®i es un monomorfismo,
donde i : A — R es la inclusion candnica.

Demostracion. 1< 2. Sea o : A — B un monomorfismo de R-mdédulos izquier-
dos. Por el Teorema [6.6.19] I'dy; ® o es un monomorfismo si y solo si

HomZ(IdM X «, IdD) : HomZ(M ®r B, D) — HomZ(M XRRr A, D)
es un epimorfismo. Por el Teorema [10.2.2] esto es equivalente a que el morfismo
Homp(«, Id) : Homp (B, Homyz(M, D)) — Hompg (A, Homz (M, D)

sea un epimorfismo. Por lo tanto Mg es plano si y solo si gRM° es inyectivo.
1= 3. Es clara.
8= 2. Si Idy; ®1i es un monomorfismo entonces, por lo observado arriba se
tiene que
Hompg(i,Id) : Homg (R, M°) — Hompg(A, M?)

es suprayectiva. Por el criterio de Baer g M? es inyectivo. L]
Teorema 10.3.8. Son equivalentes para un anillo R:

(a) Todo R-mddulo derecho Mg es plano.

(b) R es regular de von Neumann.

(¢) Todo ideal izquierdo ciclico de R es sumando directo.

(d) Todo ideal izquierdo f.g. de R es sumando directo.
Demostracion. (a)=-(b). Sea r € Ry consideremos ¢ : Rr — R la inclusién. Por
hipétesis

Idp/rr ®t: R/TR®Rp Rr — R/rR®R R
es inyectiva. Asi 0 = (1+7R)®r € R/rR ®g Rr ya que
(Idpyrr@)(1+rR)@7)=(14+1R)®@7r = (r+rR)®1=0.

Consideremos rRr y definamos la funcién R-tensorial ¢ : (R/rR) x Rr —
(Rr/rRr) como ¢(y + rR,xr) = yxr + rRr. Por la propiedad universal del
tensor, tenemos un Z-morfismo A : (R/rR) @ g Rr — (Rr/rRr).
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Por lo tanto 0 = A(0) = A((1 +rR) ® r) = r + rRr, es decir, existe x € R
tal que r = rar.

(b)=(c). Sea r € R. Por hipétesis existe € R tal que r = rar. Asi que
xr = zrar, es decir, zr es idempotente. Por lo tanto R = R(zr) @ R(1 — zr).
Ademds, Rr < R(rzr) < R(zr). Por lo tanto Rr = R(xr).

(¢)=>(d). Sea I = Ray + - -- Ra,, un ideal de R. Para demostrar que I estd
generado por un idempotente lo haremos por induccién sobre n.

Para n = 1 es la hipdtesis. Supongamos que n > 1 y que el resultado es
valido para n — 1. Sea I = Ray + - - - Ra,,. Por hipéteis de induccién existe un
idempotente e € R tal que Re = Ray + - -- Ra,,_1, entonces I = Re + Ra,,.

Tenemos que a, = a,e — a,(1 — e) entonces I = Re + Rane + Ra, (1 —e) =
Re+ Ra, (1 —e). Por la base de induccién, existe un idempotente f € R tal que
Ra, (1 —e) = Rf. Esto implica que fe = za,(l —e) — e = zaye — zaye = 0.

Sea g = (1—e)f +e. Se puede ver que g es idempotente y ademds Reg = Re
v Rfg = Rf. Por lo tanto Re + Rf < Rg y la otra contesién simpre se tiene,
as{ que I = Ryg.

(d)=(a). Sea Mp un R-médulo e I < R un ideal izquierdo f.g. Por hipétesis
I = Re con e un idempotente. Si ¢ : I — R es la inclusién canénica, tenemos el
morfismo

(Idpr @) : M @g Re - M ®@r R

definido como
(Idpy ® 1) (Z:(mz ® rie)) = (Idy ®1) (Z(mime ® e)) = Z(mirie ®e)

= Z(min—e ®1).

Si Yy (mr;e®1) = 0, por el isomorfismo M@z R = M se tiene que > (m;r;e) =0
lo que implica, otra vez por el isomorfismo, que > (m; ® r;e) = 0. Por lo tanto
Idyr ® ¢ es inyectiva. Por el Teorema [I0.1.3] Mg es plano. O

10.4. Cocientes Planos de Médulos planos

Lema 10.4.1. Sea U < Mg con Mg plano. Sean A < R un ideal izquierdo de
R ei:A— R lainclusion candnica. Son equivalentes

(a) (Idyyu ®@1i): (M/U)®g A— (M/U) ®r R es un monomorfismo.

(b) UNMA=UA.
Demostracion. (a)=-(b).Seaw =>_m;a; € MANU y consideremos t = > (m;+
U)®a; € (M/U)®r A. Entonces
Idyyr @8) () =D (mi+U)@a;=» (mi+U)a;@1=Y (aim; +U)®1

=wu+U)®1=0€ (M/U)®rR.

Asi, por hipétesis tenemos que ¢t = 0. Consideremos la funciéon R-tensorial ¢ :
(M/U) x A — MAJ/UA definida como ¢(m + U,a) = ma + UA. Por lo tanto
existe un morfismo A : (M/U)®@rA — M A/UA, dado por la propiedad universal
del tensor, tal que

0= A(0) = A(%) :)\(Z(mi—i—U)@ai) =Y mja; + UA=u+UA.
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Por lo tanto u € U A.
(b)=(a). Sea Y (m; +U) ® a; € (M/U) ®g A tal que

Usando el isomorfismo (M/U)®r R = (M/U), se tiene que Y (m;a;+U) =0
es decir ) m;a; € U. Por hipdtesis ) m;a; = > u;b; € UA. Entonces

(Tdu @) (D (mi @ ar) = 3wy b)) = > (mia; @ 1) = Y (uzb; 1)
= (Zmiai —Zujbj> ®1=01=0.

Por hipétesis Mg es plano, asi que Y (m; ® a;) — > (u; ® b;) = 0, ie.
> (m; ® a;) = > (u; @ bj). Ahora, si m : M — M/U es la proyeccién candnica

entonces
Z(mi +U)®a; = (n®1da) (Zmi ® ai)
= (7T®IdA) (ZUJ' ®bj> = Z(U] + U) ®bj =0.
Por lo tanto Idy;/y @4 es un monomorfismo. O

El siguiente ejemplo muestra que si Mg no es plano, la equivalencia ante-
rior puede no ser cierta. Cabe mencionar que en la implicacién (a)=-(b) de la
Proposiciéon anterior no se usa que Mg sea plano.

Ejemplo 10.4.2. Sean m y n enteros distintos de cero, tales que med(m, n) # 1.
Sea M = Zy, A=nZ y U = mZ,. Entonces U N AM =0 = AU. Por otro lado
el morfismo (Idy;y ®1) : M/U ®z nZ — M/U ®z Z no es inyectivo, ya que

Idyy ®@i(b®@na) =b®na=bn®a=0.
Teorema 10.4.3. Sea Mp un R-mddulo plano y U < M. Son equivalentes:
(a) M/U es plano
(b) UNMA = UA para todo ideal izquierdo f.g. A < R.

Demostracion. Por la Proposicion UNMA = UA para todo ideal iz-
quierdo f.g. A < Rsiy solo si (Idyyy ®1i) : (M/U)®r A — (M/U)®gr R es un
monomorfismo si y solo si M /U es plano por el Teorema [10.3.7 O

Teorema 10.4.4. Sean Pr proyectivo y Ugr < Rad(P) tal que P/U es plano.
Entonces U = 0.

Demostracion. Primero veamos el resultado para médulos libres. Sea Frp un R-
modulo libre con base {z;}1 y sea U < Rad(F) tal que F/U es plano. Tomemos
u € U y lo escribimos en terminos de la base u = Y x;a; con a; € R.

Sea A =" Ra,, el ideal izquierdo generado por los coeficientes de u. Por el
Teorema [10.4.3| U N FA = UA asf que u = Y u;b; € UA con b; € A. Como
Rad(F) = FRad(R), cada u; se escribe como u; = " fjrc;r con c;i € Rad(R)
y fjr € F. Si representamos cada f;r en terminos de la base y usando que
Rad(R) es bilateral podemos suponer que

U; = E TECjk
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con ¢;i € Rad(R). Se sigue que

u = inai = Zujbj = Zzzkcjkbj'

Comparando coeficientes a; = ) ¢;j;b; € Rad(R)A. Como tenemos esto para
cada generador de A, entonces A < Rad(R)A < A. Por lo tanto A = Rad(R)A.
Por la Proposicién [0.2.7} 6 se tiene que A = 0, lo que implica que u = 0. Por lo
tanto U = 0.

Ahora probemos el resultado para un proyecivo Pr. Como P es proyectivo
entonces P es umando directo de un libre, es decir, existe Fr libre tal que
F = P® P,. Sea U < Rad(P) tal que P/U es plano. Sea 7 : F — F/U la
proyeccién canoénica. Entonces

F/U =n(F) =7(P)+n(P) = (P+U)/U+(PL+U)/U = PJU+ (P, +U)/U.

Seax+U=(y+u)+Ue€ (P/U)N((P,+U)/U). Entonces z — (y + u) € U,
asi que x —y € U < P. Por lo tanto y € PN P; = 0. Asi

F/U=P/U& (P, +U)/U~P/U&P,/(P,NU)=P/Ué&P,.

Tenemos que P es plano por ser proyectivo (Lemmall10.3.3) y P/U es plano por
hip6tesis, asi que F'/U es plano. Por otro lado U < Rad(P) < Rad(F). Entonces
estamos en el caso de un mdédulo libre, por lo tanto U = 0. O
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Capitulo 11

Anillos Perfectos

Recordemos que en la Seccién [6.4] se probé que todo médulo tiene cdpsula
inyectiva (Teorema pero en la observacic’)n se vio que no siempre hay
cubiertas proyectivas. Este capitulo estard destinado a desarrollar los conceptos
y la teoria de anillos sobre los cuales todo mddulo tiene cubierta proyectiva. A
tales anillos se les llama perfectos.

11.1. Modbdulos semiperfectos

Proposicion 11.1.1. Sea g N un R-mddulo y supongamos que N tiene cubierta
proyectiva. St o : P — N es un epimorfismo con P proyectivo entonces P =
P, ® Py con Py, <Kero yo|p,: Py = N cubierta proyectiva.

Demostracion. Sea T : Py — N cubierta proyectiva de N. Como P es proyectivo
existe k : P — Py tal que 7k = 0. Sea © € P,, entonces existe y € P tal que
7(z) = o(y) = 7r(y) asi que z — k(y) € Ker 7. De esto, x = k(y) + (z — k(y)) €
Im k 4 Ker 7, lo que implica que Py = Im x + Ker 7 pero Ker7 << Py asi que
Imkx = Fy. Por lo tanto k es suprayectiva y como P, es proyectivo se escinde,
es decir, P = Ker(k) @ P;. Esto implica que k|p, : P — Py es un isomorfismo.

Por otro lado, Ker 7x|p, = (k|p,) "t (Ker7) << P; < P, por lo tanto o|p, =
TK|p, : Pi — N es cubierta proyectiva. Poniendo P, = Kerk, se tiene que
P, < Kero. O

Corolario 11.1.2. Sea P proyectivo y U < P. Si P/U tiene cubierta proyectiva
entonces P=P; ® Py con P, <U y PLNU << P;.

Demostracion. Consideremos w : P — P/U la proyeccién canénica. Por la Pro-
posicién [11.1.1)| P = P, & P, con P, < Kerm = U y 7|p, : P — P/U cubierta
proyectiva, asf que Py NU = Ker7|p, << P;. O

Definicién 11.1.3. Sea gM un R-médulo.

1. Decimos que M es semiperfecto si todo cociente de M tiene cubierta pro-
yectiva.

2. Decimos que M es suplementado si todo submédulo de M tiene suplemen-
to.

117
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Lema 11.1.4. 1. Todo cociente de un semiperfecto es semiperfecto.
2. Toda cubierta proyectiva (si existe) de un simple es semiperfecta.

Demostracion. 1. Sea N un cociente de M. Solo notemos que todo cociente de
N es cociente de M.

2. Sea 7 : P — S cubierta proyectiva con S simple. Entonces Kert <<
P. Ademds P/Kert = S asi que Ker7 es maximo en P. Sea U < P, como
Ker7 << P entonces U 4+ Ker7 < P pero Ker 7 es maximo asi que U < Kert
entonces U << P. Por lo tanto 7 : P — P/U, la proyeccién candnica, es cubierta
proyectiva de P/U. O

Lema 11.1.5. Sea A < M. Si A® es suplemento de A y A®® es suplemento de
A®, entonces A® también es suplemento de A®®.

Demostracion. Por hip6tesis M = A® + A®®. Sea U < A® tal que M = U + A*°.
Entonces

A*=MNA*=U+A*)NA*=U+ (A°NA*")
Como M = A+A*, M = A+U+(A*NA**). Por el Lemma|9.2.11| (A*NA®®) <<

A** < M. Entonces (A®* N A*®*) << M lo que implica que M = A + U. Pero
U < A® asi que U = A®. Por lo tanto A® es suplemento de A®®. O

Proposicion 11.1.6. Todo cociente de un mdédulo suplementado es suplemen-
tado.

Demostracion. Sea C' un médulo suplementado y f : C' — M un epimorfismo.
Sea A < M y concideremos f_l(A) < C'. Como C es suplementado existe B < C'
suplemento de f~!(A). Afirmamos que f(B) es suplemento de A. Tenemos que
C = B+ f~1(A), entonces

M= f(C)=f(B+[1(A) = f(4) + A.

Como B es suplemento de f~1(A), f~1(A)NB << B asi que f(BNf~1(A)) <<
f(B). Sea a € f(B)N A entonces f(b) =acona € Aybe B. Esto implica que
be fYA) y f(b) € f(f~1(A) N B). Por lo tanto f(BN f~1(A)) = f(B) N A.
Asi que f(B)N A << f(B), es decir, f(B) es un suplemeno de A. Por lo tanto
M es suplementado. O

Proposicion 11.1.7. Sea ¢ : P — M cubierta proyectiva de M. Son equiva-
lentes:

(a) M es semiperfecto.
(b) P es semiperfecto.

(c) P es suplementado.

Demostracion. (b)=(a). Por el Lema

(a)=(c). Sea A < P. Sea 7 : M — M/p(A) la proyeccién candnica. Sea
o = mp, que es un epimorfismo. Entonces por la Proposicién [[1.1.1] existe P; <
P un sumando directo tal que o1 = o|p, : P — M/p(A) es una cubierta
proyectiva. Afirmamos que P; es un suplemento de A. Como o(Py) = M /p(A),
P = P, 4+ Kero. Tenemos que

Kero = Kermp = o} (Kerm) = ¢ ' (p(A)) = A+ Ker ¢
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Lo que implica que P = P; + A + Ker ¢ pero Ker p << P asi que P = P, + A.

Supongamos ahora que existe U < P; tal que P = A+ U. Entonces o(P) =
o(P1) = 01(U) yaque o1 (A) = 0, por lo tanto P, = o7 *(o1(P1)) = o7 *(01(U)) =
U + Ker o pero Kero; << Py asi que P; = U. Por lo tanto P; es suplemento
de A en P.

(¢)=(b). Sea ¢ : P — N un epimorfismo. Sea A = Kero. Sea B suplemento
de Aen P. Entonces ANB << B. Sea C un suplemento de B en P. Consideremos
m : P — P/BnNC la proyeccién canénica. Sean P = 7(P), B = 7(B) y
C = n(C). Entonces P = B ® C. Sea v : P — B la proyeccién canénica.

B——>B

T1=7|B

Como P es proyectivo, existe ¢ : P — B tal que m1¢ = vr. Entonces vn(B) =
B = m(B). Lo que implica que B = ¢(B) + Ker ;. Notemos que Kerm; =
B NC es cual es superfluo en B por el Lemma Por lo tanto B = ¢(B).
Asi, P = B+ Ker ¢. Por otro lado, Ker ¢ C Kervmr C C. Por la minimalidad de
C, se tiene que Ker ¢ = C. Ahora,

C =Kervrm =Kermio =@ YKerm) = H(BNC),

pero como ¢ es un epimorfismo, 0 = ¢(C) = e~} (BN C) = BN C. Esto
prueba que B es un sumando directo de P, y por lo tanto es proyectivo. Ademas
o|lg : B — N es un epimorfismo y por construccién Kero|p = BN A << B.
Por lo tanto P es semiperfecto. O]

Corolario 11.1.8. Todo mdédulo Artiniano proyectivo es semiperfecto.

Demostracion. Sea P Artiniano y proyectivo. Entonces Idp : P — P es cubierta
proyectiva. Sea N < Py consideremos ' = {A < P| N+ A= P}.T # () ya que
P eT. Como P es Artiniano I" tiene minimos, por lo tanto P es suplementado.
Por la Proposicién P es semiperfecto. O

-(33)

Q0 0 0
R(R 0)%\or)
Consideremos el ideal izquierdo de R
0 0 0 0 0 0
=(xz)-(20)e(02)

Entoneces I es la suma de dos simples proyectivos isomorfos. Por lo tanto I es
Artiniano y proyectivo. Por lo tanto I es semiperfecto.

Ejemplo 11.1.9. Sea

Entonces

Proposicion 11.1.10. Sea M semiperfecto. Entonces:

1. M es suplementado.



120 CAPITULO 11. ANILLOS PERFECTOS

2. M/Rad(M) es semisimple.
3. Rad(M) << M.

Demostracion. 1. Como M es semiperfecto, M tiene cubierta proyectiva P —
M. Por la Proposicién [I1.1.7] P es suplementado. Como cocientes de suplemen-
tados son suplementados entonces M lo es.

2. Por el inciso anterior M es suplementado as{ que M/Rad(M) también.
Sea N < M/Rad(M) y N* un suplemento de N. Asi M/Rad(M)= N+ N°®y
NNN® << N°*. Entonces NNN® << M/Rad(M) y como el radical es la suma
de los superfluos, N N N*®* < Rad (%M) = 0. Por lo tanto N es sumando
directo de M/Rad(M).

3. Por hipétesis existe & : P — M cubierta proyectiva con P es semiper-
fecto (Proposicién [1.1.7). Como Ker¢ << P, Keré < Rad(P). Sea 7 : P —
P/Rad(P) la proyeccién canénica. Entoneces P/Rad(P) es semiperfecto, asi
que tiene cubierta proyectiva. Por la Proposicién existe una descomposi-
CiénP:Pl@PQtalquePQ §Rad(P)yP10Rad(P) << Py ComoP/P2:P1
es proyectivo entonces es plano. Por el Teorema P, = 0, lo que implica
que Rad(P) << P. Ahora, como ¢ es un epimorfismo superfluo por el Lema

[6.1.4]y el Teorema [0.2.5] £(Rad(P)) = Rad(M) << M. O

11.2. Levantamiento de Descomposiciones

Definicién 11.2.1. Sea oo : A — M con M = ; M;. Decimos que la descom-
posicién de M se levanta respecto a a si A = @; A, tal que a(A;) = M, para
toda i € I. Si « es la proyeccién candnica en un cociente entonces solo decimos
que la descomposicion puede ser levantada.

Proposicién 11.2.2. Sea £ : P — M cubierta proyectiva con M = @, M;.
Supongamos que para cada i € I existe a; : A; — M; con A; proyectivo tal que
Ker o; < Rad(A;). Entonces la descomposicion de M se levanta respecto a &.

Demostracion. Como cada A; es proyectivo entonces €@; A; es proyectivo. Por
lo tanto existe ¢ : @; A; — P tal que £ = P ai.

D, A
/

7 \L@I @
M.

©

s
A

P

Como @), a; es sobre y Ker{ << P, ¢ es sobre. Asi que ¢ se escinde porque P
es proyectivo, es decir, @; A; = Ker ¢ @ Py. Tenemos que

Kerp < Ker(@ ;) = @Kerai < @Rad(Ai) = Rad(@ A;).
I I I I

Por otro lado @; A;/ Ker ¢ = Py = P asi que @, A;/ Ker ¢ es proyectivo y por
lo tanto plano. Por el Teorema [10.4.4) Ker ¢ = 0. Por lo tanto P = @; p(4:) y
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Corolario 11.2.3. Sea £ : P — M cubierta proyectiva de M con M semiper-
fecto. Entonces toda descomposicion de M se puede levantar respecto a &.

Demostracion. Sea M = @, M;. Como cada M; es cociente de M entonces para
cada i € I existe «; : P; — M, cubierta proyectiva. Como Ker «; << P; entonces
Ker a;; < Rad(P;). Por la Proposicién|11.2.2|1a descomposicion se puede levantar

respecto a . O

Corolario 11.2.4. Si P es proyectivo y semiperfecto, entonces toda descompo-
sicion de P/Rad(P) puede ser levantada.

Demostracion. Como P es semiperfecto, por la Proposicién[11.1.10|Rad(P) <<
P. Entonces 7 : P — P/Rad(P) es cubierta proyectiva. Como P es semiperfecto
entonces P/ Rad(P) es semiperfecto. Por el Corolario [11.2.3| toda descomposi-

cién de P/ Rad(P) se puede levantar. O
Observacion 11.2.5. Si P es semiperfecto, por la Proposicién[11.1.10| P/ Rad(P) =
@D, Si con S; simple, entonces existe una descomposicion P = @; A; con

Proposicion 11.2.6. Son equivalentes para P proyectivo:
(a) P es semiperfecto.
(b) P es suplementado.
(c) Se satisface que:

1. P/Rad(P) es semisimple.

2. Todo sumando directo de P/Rad(P) es la imagen de un sumando
directo de P respecto a m: P — P/Rad(P).

3. Rad(P) << P.

Demostracion. (a)<(b). Por la Proposicion [11.1.7}

(a)=-(c). Por la Proposicién [11.1.10]y la Observacion [11.2.5}

(¢)=(b). Sea A < P. Por hipétesis P/ Rad(P) es semisimple, asi que P/ Rad(P) =
m(A) ® B. Por 2 existe P, sumando directo de P tal que m(P;) = B. Tenemos
que

A+Rad(P) P +Rad(P)
Rad(P) Rad(P)

P/Rad(P)=n(A)@ B=n(A)®rn(P) =

Entonces P = A+ P; +Rad(P), pero por 8, Rad(P) << P, asi que P = A+ P;.
Por otro lado
AN Py)+ Rad(P) < A+ Rad(P) _ P+ Rad(P)

Rad(P) = " Rad(P) Rad(P)

W(PlﬁA):(

Entonces AN P; < Rad(P) y asi PN A << P. Tenemos que P = P, & L
para algin L < P. Consideremos p : P — P; la proyecciéon candnica. Entonces
PiNA=p(PLNA)<< P;. Porel Lema(9.2.11} P; es suplemento de A. O

Proposicion 11.2.7. Son equivalentes para un anillo R.

(a) rR es semiperfecto,
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(b) R satisface:

1. R/Rad(R) es semisimple.

2. Para todo idempotente ¢ € R/ Rad(R) eziste e € R idempotente tal
que e + Rad(R) = ¢.

Demostracion. (a)=-(b). 1 se sigue de la Proposicién

Sea R = R/Rad(R). Sea ¢ € R un idempotente. Entonces Re es sumando
directo. Por la Proposicion [11.2.6] existe un sumando directo Re de R tal que
n(Re) = Re y ademas m(R(1 —e)) = R(1 —¢). Como 1 =€ + (1 — ¢) entonces
e —ec =¢€(1 —¢) entonces € = ee. De la misma manera (1 —¢€)(1—¢) = (1 —€).
También 1—€ = (1—€)e+(1—e€)(1—¢), asi que (1—€)e = 0. Como 1 = e+ (1—¢),
e=¢e+ (1l —¢)e=-ee. Porlo tantoe =ec =¢.

(a)<(b). Como R es f.g., Rad(R) << R. Por la Proposicién rR es
semiperfecto. O

Corolario 11.2.8. rR es semiperfecto si y solo si Rr es semiperfecto.

Observacion 11.2.9. Por el corolario anterior, sin perdida de generalidad di-
remos anillo semiperfecto sin indicar el lado, cuando rR o Rpr sean mdédulos
semiperfectos.

Teorema 11.2.10. Sea {P;}; una familia de mddulos proyectivos semiperfec-
tos. Entonces @, P; es semiperfecto si y solo si Rad(@; P;) << @, P;.

Demostracion. = Se sigue de la Proposicion [I1.1.10]

< Probemos las condiciones 1, 2 y 3 de la Proposicién c). El inciso &
es la hipétesis. Para 1, notemos que ; P;/ Rad(@; P;) = @, (P;/ Rad(F;)).
Como P; es semiperfecto, P;/ Rad(P;) es semisimple por lo que @, P;/ Rad(; P;)
es semisimple. Para 2, consideremos un simple S de la descomposicién del
moédulo @; P/ Rad(P; P;) = @, (Pi/Rad(F;)). Entonces existe ¢ € I tal
que S es un sumando directo de P;/Rad(P;). Como P; es simperfecto, en-
tonces S tiene cubierta proyectiva. Si @; P;/Rad(@, P;) = @, S;, por lo
anterior, cada S; tiene una cubierta proyectiva, digamos &; : A; — S;. Como
Rad(@; P;) << @, P, la proyecioén canénica 7 : @, P, — @, P;/ Rad(P; P;)
es una cubierta poyectiva. Se sigue de la Proposicién[11.2.2| que la descompocion
@D, Pi/Rad(P; P;) = P, S; se levanta a @, P; y por lo tanto tenemos 2. 0O

Corolario 11.2.11. 1. Toda suma directa finita de semiperfectos es semi-
perfecto.

2. R es semiperfecto siy solo si todo mddulo izquierdo (o derecho) finitamente
generado tiene cubierta proyectiva.

Demostracion. 1 Sean My, ...M,, médulos semiperfectos con cubiertas proyec-
tivas & : P, — M, para cada 1 <14 < n. Entonces cada P; es semiperfecto (Pro-
posiciény Proposici(')n. Asi Rad(P;) << P; para toda 1 <i <mn.
Esto implica que Rad(@®;_, P;) = @._, Rad(P;) << @, Pi. Por el Teorema
m .., P; es semiperfecto. Por lo tanto @, M; es semiperfecto.

2 Como gR es semiperfecto, todo libre izquierdo finitamente generado es se-
miperfecto por el inciso anterior. Todo mddulo finitamente generado es cociente
de un libre finitamente generado por lo que tenemos el resultado. El regreso es
claro. O
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Teorema 11.2.12. Son equivalentes para P proyectivo:
(a) Si P=A+ B entonces A=P o B=P.

(b) P es semiperfecto e inescindible.

(
(d
(e) Endg(P) es local.

)
)
¢) Rad(P) es mdzimo y superfluo en P.
) Rad(P) es el mayor submddulo propio de P.
)

Demostracion. (a)=-(b). Claramente P es inescindible. Ahora si A < P entonces
por la hipétesis P es suplemento de A. Por lo tanto P es sumplementado. Por
la, Proposicién P es semiperfecto.

(b)=(c). Como P es semiperfecto Rad(P) << P. Por la Proposicién
toda descomposicién de P/ Rad(P) se levanta a P, pero P es inescindible lo que
implica que P/Rad(P) también. Como P/Rad(P) es semisimple, P/Rad(P)
consta de un solo sumando simple. Por lo tanto Rad(P) es méximo.

(c)=(d). Sea U < P mno contenido en Rad(P). Como Rad(P) es mdximo
entonces P = Rad(P) + U, pero Rad(P) << P asi que U = P.

(d)=(e). Sea 0 # f € Endgr(P) un morfismo sobre. Como P es proyectivo,
entonces f se escinde asi que P = Ker f @& A. Si A y Ker f son propios en
P entonces P = A @ Ker f < Rad(P). Contradiccién. Por lo tanto A = Py
Ker f = 0. Por lo tanto f es un isomorfismo. Sean f,g € Endgr(P). Si f y g no
son invertibles entonces no son sobres lo que implica que

Im(f +¢g) <Imf+Img <Rad(P) < P.

Por lo tanto f 4+ g no es sobre, entonces no es invertible. Por el Teorema
Endg(P) es local.

(e)=-(a). Supongamos que P = A+ B. Sea 7 : P — P/B la proyeccién
canénica. Consideremos w|4 : A — P/B que es sobre. Como P es proyecti-
vo existe f : P — A tal que w|af = w. Podemos considerar a f como un
endomorfismo de P. Sea p € P. Entonces p = f(p) + (Id — f)(p). Por otro
lado 7(p) = 7|af(p) asi que w(Id — f)(p) = 0. Por lo tanto p — f(p) € B, i.e.
Im(Id— f) < B. Como Endg(P) es local, f o Id— f tiene inverso, lo que implica
que A=PoB=P. O

Observacion 11.2.13. Sea P proyectivo y semiperfecto. Entonces P/ Rad(P) =
P, S; es semisimple y existe una descomposicién P = @, P; tal que 7(B;) = S;
para cada ¢ € I, donde 7 es la proyeccién canénica. Como

Rad(P) = Rad(E P,) = @) Rad(P)
I I

entonces Rad(P;) = Rad(P) N P;. Lo que implica que

P; P P;
Si:ﬂ'(Pi): Z+Rad( )N i

Rad(P) ~ P;NRad(P)

= P,/ Rad(P)).

Asi que, Rad(P;) es méximo en P; para cada i € I. Ademds, cada P; es semi-
perfecto por lo que Rad(P;) << P;. Por lo tanto cada P; satisface la condicién
(c) del Teorema [11.2.12] Asi, P = @, P; es una descomposicién con Endg(F;)
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local para cada i € I, lo que implica que la descomposicién es tnica en el sen-
tido de K-R~-S-A (Teorema . En particular, si R es semiperfecto entonces
R = @], Re; con {e1,...,e,} una familia de idempotentes ortogonales tales
que 1 =3"" , e;, Re; es inescindible y e;Re; = Endg(Re;) local. Ademds, cada
Rad(Re;) = Rad(R)e; es el mayor submdédulo de Re;.

Definicién 11.2.14. Sea A un ideal de un anillo R y sea 7 : R — R/A la
proyeccién candnica. Decimos que una familia {¢;}; de idempotentes en R/A
puede ser levantada a R si existe una familia {e;}; de idempotentes en R tales
que 7(e;) = g; para cada i € 1.

Lema 11.2.15. Sea R un anillo y b € R. Consideremos Ry = (1,b) el anillo
generado por el 1 y b.

1. Para cualesquiera n y m naturales, se tiene que

= R=RV"+ R(1—b)™ + R(b—b%), and
= RN R(1—b)™ = Rb"(1 — b)™

2. Si b — b es nilpotente, entonces existe un idempotente e € Ry tal que
rob=-e ye—b=s0(b—b%) conry,so € Ry.

Demostracion. 1. Sea Z[z] el anillo de polinomios en una indeterminada con
coeficientes en Z. Consideremos el polinomio 1—z" —(1—z)". Notemos que 0y 1
son rafces de este polinomio, as{ que x(1—=x) divide a 1—z" — (1 —z)™. As{ existe
20 € Z[z] tal que 1 = 2™ + (1 — )™ + 29(z — 2?). Hay un epimorfismo de anillos
Z[z] = Ro que manda z ab. Asf que 1 = b"+(1—b)"+r¢(b—b%) conry € Ry. Por
lo tanto Ry = Rob" + Ro(1—b)™ + Ro(b—b%*) y R = Rb"+ R(1—b)"™ + R(b—b?).
Para la otra afirmacidn, es claro que Rb"(1 —b)™ C Rb™ N R(1 — b)™. Para la
otra inclusién tomemos d = rb™ = s(1 — b)™ € Rb™ N R(1 — b)™. Tenemos que

o (P (2
{(5)- ()

Asi obtenemos s = d + srgh = rb" + srgb con rg € Ry. Podemos sustituir s en el
lado derecho de la ecuacién y usar el hecho que Ry es conmutativo para obtener

5 =1b" + (rb" + srob)rob = 110" + srab?,

con 1 € R. Continuando inductivamente de esta manera, eventualmente llega-
mos a que s = tb"™ con t € R. Lo que implica que d = tb"(1 — b)™ que es lo que
queriamos demostrar.

2. Supongamos que (b—b%)" = 0 para algin n > 0. Como Ry es conmutativo,
el ideal Ro(b — b?) es un ideal nilpotente de Rg. Esto implica que Ro(b — b?)
estd contenido en Rad(Rp) y por lo tanto Rg(b — b?) << Ry. Por 1, Ry =
Rob™ + Ro(1 — b)™ + Ry(b — b?), entonces Ry = Rob™ + Ro(1 — b)™. Por otro
lado, Rb™ N R(1 — b)" = Rb™(1 — b)" = R(b — b*)" = 0. Por lo tanto Ry =
Rob"®Ro(1—b)™. Se sigue que existe un idempotente e € Ry tal que Roe = Rgb™
y Ro(l —¢e) = Ro(1 —b)™. Asi que e = rob con rg € Ry. Usando 1,

e—b=(1-0)—(1—e)€ RobN Ry(1 —b) = Ro(b—b?),

por lo que e — b = so(b — b?) con sy € Ry. O
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Teorema 11.2.16. Sea A un nilideal de R. Entonces toda familia finita o nu-
merable de idempotentes ortogonales de R/A puede ser levantada a R.

Demostracion. Sea {e; }n una familia de idempotentes ortogonales de R/A. Ha-
remos la prueba por induccién sobre el tamano de la familia. Sea ¢ € R/A
un idempotente. Si 7 : R — R/A es la proyeccién canédnica, existe b € R
tal que 7(b) = . Entonces 7(b — b?) = 7w(b) — m(b)? = € — &2 = 0. Asf que
b—b% € A, lo que implica que existe n > 0 tal que (b — b*)" = 0. Por el
Lemma 2, existe un idempotente e € R con e — b = sg(b — b?) € A.
Por lo tanto, 0 = w(e — b) = w(e) — w(b) = w(e) — €. Asi w(e) = e. Para el
paso inductivo, consideremos una familia de idempotentes ortogonales {e;}n
de R/A. Supongamos que hemos obtenido idempotetentes ey, e, ..., e, € R ta-
les que w(e;) = ¢; con 1 < i < n. Sea ¢ € R tal que w(c) = eny1 y sea
b=(1->",€e)c(l—>"€;). Como los e;s son ortogonales, e;b = be; = 0
para todo 1 < i < n,y ademés m(b) = (1 — > i, &) ent1 (1 — D0y &) = Eng1.
Por la base de induccién y el Lemma [I1.2.15] 2 existe un idempotente e,11 € R
tal que m(ept+1) = m(b) = €pg1 ¥ €nt1 = 10b = brg. Como e;b = be; = 0 para
1<i<mn,eent1 =ent16; =0 para 1 < i < n. Completando la prueba. O

Definicién 11.2.17. Un ideal I de R es t-nilpotente derecho (resp., izquierdo) si
para cada familia a1, as, ... de elementos de I existe k > 0 tal que ajas---ar =0
(resp., agag—1 - --ay = 0).

Observacion 11.2.18. Todo ideal t-nilpotente es un nil-ideal

Teorema 11.2.19. Las siguientes condiciones son equivalentes para un ideal
I <R:
(a) I es t-nilpotente derecho.
(b) Para todo R-mddulo izquierdo M, si IM = M entonces I = 0.
(¢) Para todo R-mddulo izquierdo IM << M.
(d) TR™ << R™ como R-mddulos izquierdos.
Demostracion. (a)=-(b) Sea 0 # M tal que IM = M. Entonces existe 0 # a;m;
con ap € Iy mg € M. Por otro lado my = Y a}m; € IM = M, as{ que
0 # aymy = Y aja,m}. Esto implica que existen as € I y mg € M tales que
0 # ajasme, en particular ajas # 0. Siguiendo este procedimiento obtenemos
que para cada n > 0 existen ay,as,...,a, € I tales que ajas---a, # 0. Por lo
tanto I no es t-nilpotente derecho.
(b)=(c) Sea M un mdédulo y supongamos que IM + U = M para algin
submodulo U < M. Entonces
IM+U
U
Por hipétesis, M /U = 0. Por lo tanto IM << M.
(¢)=>(d) Es un caso particular.
(d)=(a) Sea {x1,x2,...} una base de R™ y sean ay,as,--- € I. Para cada
i € N ponemos v; = z; —a; x4 y U = EieN Ru;. Como x; = u; + a;xit1,
RM™ = U 4+ IRM™ . Tenemos que IRMN << R™ asi que U = R™. Entonces

I(MJU) = = M/U.

k

k k k
21 =Y v = ri(T - Qi) = D Tid — 3 TiiTig
i=1 i=1 i=1

=1
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k+1 k

k
= E Tj,’Ej — E ’I’jflajflej =7rx + E (’f‘j — rj,laj,l)xj + TLARTE+1-
Jj=1 Jj=2 Jj=2

Lo que implica que

k
0= (r1— 1) + Z(rj —7j1Qj—1)Tj + TRQRT kg1
j=2

Como {z1,z3, ...} es una base de RM pr =1, rj—rj—1aj—1 = O0para2 < j <k
vy ryar = 0 lo que implica ro = a1, 73 = a1a2 y asi 7y = ai1a2---ax_1 y como
rrar = 0 entonces ajas - - - ax = 0. Por lo tanto I es t-nilpotente derecho. O

Corolario 11.2.20. Son equivalentes para un anillo R:
(a) Rad(R) es t-nilpotente derecho.
(b) Todo R-mddulo izquierdo proyectivo tiene radical superfluo.
(¢) El R-mddulo izquierdo R™) tiene radical superfluo.

Demostracion. (a)=-(b) Sea P un médulo proyectivo. Por la Proposicién 7,
Rad(P) = Rad(R)P, asi que por el Teorema [11.2.19| Rad(P) << P.

(b)=(c) Es claro.

(c)=(a) Como Rad(R™M) = Rad(R)R™ porque R™ es proyectivo, enton-
ces por el inciso (d) del Teorema tenemos que Rad(R) es t-nilpotente
derecho. O

Teorema 11.2.21. Son equivalentes para un ideal I de R:
(a) I es t-nilpotente derecho.

(b) Ipy(I) :={m € M | ma =0 Va € I} = 0 implica que M = 0 para todo
R-modulo derecho M.

(¢) 1y (1) <c M para todo R-mddulo derecho M.

Demostracion. (a)=-(b) Supongamos que Mr # 0y 15/(I) =0.Sea 0 # m € M.
Entonces existe a; € I tal que ma; # 0. Asi, existe ay € I tal que majas # 0.
Por lo tanto para cada n > 0 existen aq, as, ..., a, € I tales que majas - - a, #*
0, en particular, ajas - - - a, # 0. Lo que implica que I no es t-nilpotente derecho.

(b)=(c) Sea N < Mp tal que lp;(I) " N = 0. Entonces 1y(I) = 0. Por
hipétesis, N = 0. Por lo tanto 1y, (1) <. M.

(¢c)=(a) Demostraremos que IM # M para todo R-médulo izquierdo pM.
Sea 0 # rM. Denotemos U = 1g(M) = {r € R | rm = 0 Vm € M} que es
un ideal bilateral de R. Sea H = (U : I) = {x € R | I C U}. Notemos que
U< HyH/U = 1g,y(I). Por hipétesis, H/U <. R/U. Asi que H/U # 0 lo
que implica que U < H. Sea h € H tal que h ¢ U. Entonces hay un m € M tal
que hm # 0. Por lo tanto HM # 0. Pero HIM < UM = 0 porque HI C U, asi
que IM # M. O
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11.3. Anillos Perfectos

Definicién 11.3.1. Un anillo R se llama prefecto izquierdo si todo R-médu-
lo izquierdo tiene cubierta proyectiva. Un anillo perfecto derecho se define de
manera analoga.

Proposicion 11.3.2. Son equivalentes para un anillo R:
(a) R es perfecto izquierdo.
(b) RN es simiperfecto como R-mddulo izquierdo.
(¢) R es simiperfecto y todo R-mddulo izquierdo libre tiene radical superfluo.

Demostracion. (a)=-(b) Es claro.

(b)=(c) Por la Proposicién Rad(R™) << RM. Esto implica que
todo médulo izquierdo proyectivo tiene radical superfluo por el Corolario[11.2.20}
en particular todo libre. Ahora, como R es un sumando directo de R™ entonces
R es semiperfecto (Lema [T1.1.4)).

(¢)=(a) Como R es semiperfecto y todo R-mdédulo izquierdo libre tiene radi-
cal superfluo, por la Porposicién [I1.2:6] todo R-mddulo izquierdo libre es semi-
perfecto. Esto implica que todo cociente de un libre tiene cubierta proyectiva.
Como todo R-médulo es un cociente de un libre se tiene que R es perfecto
izquierdo. O

Corolario 11.3.3. Todo anillo Artiniano izquierdo (resp. derecho) es perfecto
izquierdo (resp. derecho).

Demostracion. Por el Corolario|11.1.8, g R es semiperfecto. Por otro lado, todo
R-médulo izquierdo tiene radical superfluo (Corolario [9.2.25). Se sigue de la
Proposicién [11.3.2] que R es perfecto izquierdo. O

Teorema 11.3.4. Son equivalentes para un anillo R:
(a) R es perfecto izquierdo.
(b) Todo R-mddulo izquierdo plano es proyectivo.

(¢) R satisface la condicion de cadena descendente en ideales principales de-
rechos.

(d) Todo R-mddulo derecho no cero tiene Zoclo no cero y R no contiene un
conjunto infinito de idempotentes ortogonales.

(e) Rad(R) es t-nilpotente derecho y R/ Rad(R) es semisimple.

Demostracion. (a)=-(b) Sea rpM un mddulo plano. Por hipdtesis M tiene cu-
bierta proyectiva, digamos « : P — M. Como Kera << P, se tiene que
Kera < Rad(P). Por otro lado, M = P/Ker . Se sigue del Teorema
que Keraw = 0 y por lo tanto M = P.

(b)=(c) Sea a1 R > asR > --- un cadena descendente de ideales principales
derechos de R. Entonces a;11 = a;b; para algin b, € R. Asi, a1 = by y a; =
by -+ b; para toda ¢ > 0. Afirmamos que existe un ideal derecho A de R y un
m > 0 tal que bi1bs---b, R = A para todo n > m. Consideremos el R-médulo

libre izquierdo R™) con base canénica {ei} ysea B =3, R(e;—beiy1). Sea L
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un ideal derecho de R. Es claro que LB € BNLR™ . Ahora, sea d € BNLR™ .
Entoncesd = Y | ri(e;i—bieir1) = Z?:l lifjconlj e Ly f; € R Para cada
1 <j < h, fj = tex,. Esto implica que d = Y 1;f; = > ;O tr,en;) =
> ljtg;ex;. Notemos que lty, € L, asi que reescribiendo la expresién de d
tenemos que d = Z?:ll l;e; con £; € L. Por otro lado,

d= Zri(ei+biei+1) =rier+(ro—ribi)ea+- -+ (rp —Tp_1bn_1)en —rrbpenti.

Igualando coeficientes, ¢1 = r1, ¢; = r; —ri—1b;j—1 para 2 < i < ny by =
—r,b,. Por lo tanto cada r; € L, lo que implica que d € LB. Por lo tanto,
LB = BNLRM. Se sigue del Teoremaque R(N)/B es plano. Por hipétesis
R(N)/ B tiene que ser proyectivo lo que implica que B es un sumando directo
de RM, digamos RN = B@ U. Sea p : R — RM el morfismo dado por la
proyeccién candnica en U. Entonces p es idempotente y p(ex — bger11) = 0 para
todo k > 0. Entonces p(ex) = bgp(ex+1) para todo k > 0. Denotemos z = p(ex).
Entonces p(zr) = 2z y para todo n > k se tiene que zp = bpbgy1 - bpzni1.
Asi tenemos que {r € R | rbibgt1---b, = 0 para algin n > k} C (0 : z).
Ahora, sea 0 # r € R tal que rzx = 0. Tenemos que e, = b+ z; con b € B.
Entonces rey = rb = Y . ri(e; + bje;+1) con n > k. Igualando coeficientes,
rp=- =11 =0,1 =7, Thy1 = Tkbk, ... , T = rp_1bp_1, b, = 0.
Sustituyendo, 0 = r,b, = ry,—1bp_1by, = -+ - = 1bg - - - by,. Por lo tanto (0: zx) =
{r € R| rbgpbgy1---b, = 0 para algin n > k}.

Escribamos 2, = (si,) € R™. Consideremos z; = (s1,) € R™ y sea A
el ideal derecho generado por {sy,}. Notemos que A es finitamente generado.
Tenemos que para cada m > 0, z; = b1by - - by 2zm+1. Esto implica que s, =
biba -+ b Sm+1,. Por lo tanto A < biby - - b, R para cada m > 0. Ahora, como
z1 =, 81,6; y p(z1) = z1 entonces

z1=p(21) = (Z 511:61> = suple) =) sizm=» s, [ D> sie
i g

Igualando coeficientes tenemos que s1, = s1,s;, para todo i > 0. Como para
n > 7, 2; = bjbjt1 - bpzni, entonces sj;, = bjbjt1 - - bysnp41,. Sustituyendo,

bibs - - bnsn-‘rli =51, = Z 81,85, = Z S1jbjbj+1 e bnsn—&-li

J J

y entonces

b1b2"'bn_Zsljbjbj—‘rl"'bn Sn+1; =0
J

para toda i > 0. Por lo tanto (b1b2 ceeby — Zj s1;bjbjt1 - -'bn) € (0: zpt1)-
Por la descripcién que dimos arriba de (0 : z,41), existe un m > n + 1 tal que
(baba -+ bn = 32, 1, bbge1 -+ b ) bug -+ b = 0. Asi,

Dby bubngr b = 3 51,bibi1 - bubng1 - b € Al
J
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Por lo tanto b1bs - - - by R < A para todo £ > m. Por lo tanto b1bs - --byR = ayR =
A para todo ¢ > m. Esto prueba nuestra afirmacién y por lo tanto la cadena
a1R > asR > --- se estaciona.

(¢)=>(d) Sea M un R-mddulo derecho no ceroy 0 # m € M. Si mR no con-
tiene un simple, cada submodulo propio no cero de mR contiene un submodulo
propio no cero. Con esto podemos construir una cadena descendente

mR > mriR > mrirgR > ---
Entonces tenemos una cadena descendente de ideales principales derechos de R
R>riR>rirR>---

Notemos lo siguiente: si e, f € R son idempotentes ortogonales, entonces
e + f es idempotente. Ademés, (1—e— f)RC (1—e)Ryaquel —e— f =
(I1—e€)(1—e— f). Supongamos que {e;} es una familia infinita de idempotentes
ortogonales no cero de R. Entonces existe una cadena descendente de ideales
principales derechos de R

(1761)RZ(1761762)RZ(1761762763)}22"'

Por hipdétesis, existe n > 0 tal que (1—e; —---—ep,)R=(1—€; —--—ept1)R.
Esto implica que existe r € Rtal que (1—e; —-+-—ep) =(1—e1 — - —epy1)r.
Multiplicando por e, 1, tenemos que e, 1 = 0, lo que es una contradiccion.

(d)=(e) Sea M un R-mdédulo derecho. Como para todo médulo derecho N se
tiene que N Rad(R) < Rad(N), en particular, Zoc(M) Rad(R) < Rad(Zoc(M)).
Como el radical de un semisimple es cero, entoneces Zoc(M) C 15/ (Rad(R)). Por
hipétesis, Zoc(M) <. M, asf que 1y;(Rad(R)) <. M. Por el Teorema [I1.2.21]
Rad(R) es t-nilpotente derecho.

Como Rad(R) es t-nilpotente derecho, entonces Rad(R) es un nil-ideal. Se
sigue del Teorema que toda familia finita o numerable de idempotentes
de R/Rad(R) puede ser levantada a R. Por hipétesis, R/ Rad(R) no contiene
una familia infinita de idempotentes ortogonales. Pongamos T' = R/Rad(R).
Por hipétesis, T contiene un simple S;. Como Rad(T) = 0, S; no puede ser
superfluo, asi que existe un submdédulo derecho de T tal que S, + U; = T.
Notemos que S; NU; = 0 por lo que T = 51 & Uy. Si Uy # 0, existe un simple
Sy < U;. Como Rad(T) = 0, Rad(U) = 0. As{ que Uy = Sy @ Uy para algin
Us < U;. Entonces T' = S1 & Sy @ Us. Asi, para cada n > 0, podemos dar una
descomposcion R =S So @ ---® S, ® U, con S; simple paral <i<ny
U,_1=5,PU,. Se sigue de la Proposiciéon que tenemos una sucesién de
idempotentes ortogonales {eq, ..., €,, u, . Por hipStesis, esta sucesién debe ser
finita, lo que implica que existe una m > 0 para la cual T = @~ S;. Por lo
tanto T' es semisimple.

(e)=>(a) Como Rad(R) es t-nilpotente derecho, es un nil-ideal. Por el Teo-
rema todo idempotente se levanta a R. Por lo tanto R es semiperfecto
por la Proposicién ya que R/Rad(R) es semisimple. Ahora, por el Co-
rolario todo R-médulo izquierdo libre tiene radical superfluo. Se sigue
del Teorema [IT.2.10] que todo médulo izquierdo libre es semiperfecto. Por lo
tanto todo R-mdédulo izquierdo tiene cubierta proyectiva, es decir, R es perfecto
izquierdo. O
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El siguiente ejemplo muestra que la condicién de no tener un conjunto infinito
de idempotentes ortogonales no se puede quitar de la condiciéon 4 del Teorema

134

Ejemplo 11.3.5. Considere el anillo R = Zgo, es decir, el anillo de sucesiones
numerables en 0 y 1. Entonces R es un anillo conmutativo y Zoc(R) = Z;NO) <e
R (sucesiones de soporte finito). Esto implica que todo R-médulo tiene zoclo
esencial. Notemos que R contiene un conjunto infinito {e,es,...} de idempo-
tentes ortogonales, donde e; es la sucesién con 0 en todas las entradas, excepto

en la i-ésima. Podemos ver que Rad(R) = 0 y entonces R no es perfecto porque
R/Rad(R) = R no es semisimple.

Corolario 11.3.6. Sea R un anillo perfecto izquierdo.
1. Todo R-mddulo derecho Noetheriano es Artiniano.
2. Todo R-mddulo izquierdo Artiniano es Noetheriano.
3. Si R es Noetheriano izquierdo, entonces R es Artiniano izquierdo.

Demostracion. 1 Sea U < Mpg. Entonces Zoc(M/U) es finitamente generado
que es lo equivalente a ser finitamente cogenerado para un semisimple. Ademés,
por el Teorema Zoc(M/U) <. M/U. Por lo tanto Mg es Artiniano por
el Corolario [0.2.33

2 Sea U < grM. Como grR es perfecto, todo R-médulo es semiperfecto.
Ast que Rad(U) << U y U/Rad(U) es semisimple. Como U es Artiniano,
U/Rad(U) es Artiniano. Esto implica que U/ Rad(U) es f.g. Por el Lema[9.2.4]
U es f.g. Por lo tanto g M es Noetheriano.

8 Como grR es perfecto, por el Teorema Rad(R) es t-nilpotente de-
recho. Como ademas, g R es Noetheriano, Rad(R) es nilpotente por la Proposi-
cio Por lo tanto R es semiprimario y el resultado se sigue del Corolario
9.2.29] O

Proposiciéon 11.3.7. Son equivalentes para un anillo R:
(a) R es perfecto izquierdo;

(b) R/Rad(R) es semisimple y todo R-mddulo izquierdo no cero tiene mdxi-
mos.

Demostracion. (a)=-(b) Como R es perfecto izquierdo, R/ Rad(R) es semisim-
ple. Sea 0 # rM. Entonces existe £ : P — M una cubierta proyectiva. Asi
que Ker¢ << P. Sabemos que Rad(P) # P por el Teorema Como
M = P/Ker¢ con Ker¢ < Rad(P), entonces M tiene méximos.

(b)=(a) Tenemos que para todo médulo g M, Rad(R)M < Rad(M). Por
hipétesis, todo médulo no cero tiene méximos, asi que Rad(M) # M. Se sigue

por el Teorema|11.2.19|que Rad(R) es t-nilpotente. Por el Teorema[11.3.4] R es

perfecto izquierdo. O
Corolario 11.3.8. Son equivalentes para un anillo R:
(a) R es perfecto izquierdo;

(b) Todo R-mddulo derecho satisface c.c.d. en submddulos f.g.
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Demostracion. (a)=-(b) Sea M un R-médulo derecho y sea mqyR > moR > ---
una cadena descendente de submédulos ciclicos de M. Entonces, existe r; € R
tal que ms = mqry, vy existe ro € R tal que mg = mory = myrira,..., €s
decir, m; = mqry---7r;_1 para todo ¢ > 0. Por otro lado tenemos la cadena
riR > roR > --- de ideales derechos de R. Como R es perfecto izquierdo, esta
sucesion se estaciona, es decir, existe n > Otal que ry ---r, R =1y - - - 4, R para
todo j > 0. Esto implica que m, 11 = myry- -1y, = Miry -+ Tp41S = Mpt2S
para algin s € R, por lo que m, 1R = my,,2R. Asi tenemos que la cadena
miR > moR > -+ se estaciona. El resultado se sigue del Lema

(b)=(a) Se sigue del Teorema |11.3.4 O

Corolario 11.3.9. Si R es perfecto izquierdo (resp. der) e I es un ideal bilateral
de R, entonces R/I es perfecto izquierdo (resp. derecho).

Demostracion. Todo R/I-médulo derecho es un R-mdédulo derecho. Asf que to-
da cadena descendente de submédulos ciclicos derechos de un R/I-mdédulo se
estaciona porque R es perfecto izquierdo. Por lo tanto R/I es perfecto izquier-
do. O



Indice alfabético

R-simp, [64]

Anillo,
Bueno, [101
de endomorfismos,
Local, [76]
Opuesto,
Perfecto izq.,
Semiprimario, [97]
Simple, [86]
von Neumann, [99]
Anulador, [T§]

Base Dual,
Bimédulo,
Bimorfismo,
Bloques,

Céapsula Inyectiva,

Ciclico, [7]

Categorfa,

CCA, [B7]

CCD, [67]

Cogenerador,

Combinaciones Lineales,

Complejo de cadena,

Componente Homogenea,

Concleo,

Condicién de cadena
Ascendente, [9]
Descendente, [9]

Coproducto,

Fibrado,

Criterio de Baer,

Cubierta proyectiva,

Descomposicion
Levantamiento, (120

Divisible,

Epimorfismo,

Escinde, [I9]
Superfluo, 3]
Extensién Esencial, 6] [57]

Finitamente Cogenerado, [67]
Finitamente Generado, [7]
Funcién
-tensorial,
Biaditiva,
Funtor, 2§
Adjunto, [T09]
Contravariante, [2§]
Covariante, [2§]
Exacto Izquierdo, [29]

Generador,

Ideal
Nil-,
Nilpotente,
t-nilpotente, [125

Idempotente, [76]
Ortogonales, [77]

Imagen, [I5]

Inclusién Candnica,

Isomorfismo,
ler Teorema,
2do Teorema,
3er Teorema,

Lemma del Quinto,
Ley Modular, [7]

Médulo,
Artiniano, [67]
Cociente, [T0]
Inescindible,
Inyectivo, [50]
Libre,
Longitud Finita,
Noetheriano, [67]

132



INDICE ALFABETICO 133

Plano, [110 Jordan-Holder-Schreier,
Proyectivo, [50] Krull-Remak-Schmidt-Azumaya,
Semiperfecto,

Semisimple, Zoclo, [90]

Simple, [f

Suplementado,

Uniforme,
Monomorfismo,

Escinde,

Esencial, [43]
Morfismo, [25]

R-,[13

de Anillos,

Esencial,

Superfluo, [43]

Niicleo,
Nilpotente, [70]

Objeto,

Producto, [30]

Fibrado,
Tensorial,
Producto Tensorial,
Proyeccién Canénica,
Pseudocomplemento,

Radical,
Refinamiento, [69]
restriccién de escalares, []
Reticula, [6]

Completa, [6]

Serie de Composicién, [69]
Submddulo,
Cerrado, [46]
Esencial, [40]
Generado, [0]
Maximo,
Superfluo,
Sucesion Exacta,
Corta, [20]
se escinde,
Suma directa, [9]
Sumando Directo,
Suplemento,

Teorema
de la base de Hilbert,
Hopkins-Levitzki, [07]



	Introducción
	Notación
	Definición de R-Módulo
	Submódulos y Cocientes
	Submódulos
	Cocientes

	R-morfismos
	R-morfismos
	Teoremas de Isomorfismo
	Sucesiones Exactas
	El grupo de R-morfismos `39`42`"613A``45`47`"603AHomR

	Nociones Básicas de Categorias
	Definición de Categoría
	Funtores
	Producto y Coproducto
	Producto Fibrado y Coproducto Fibrado

	Producto y Coproducto en R-Mod
	Producto y Coproducto en R-Mod
	Modulos Libres
	Grupos Divisibles
	Dimensión Uniforme

	Modulos Proyectivos e Inyectivos
	Módulos esenciales y superfluos
	Producto Fibrado y Coproducto Fibrado en R-Mod
	Módulos Inyectivos y Proyectivos
	Cápsulas Inyectivas y Cubiertas Proyectivas
	Ejemplo de una cápsula inyectiva
	Generadores y Cogeneradores de R-Mod

	Módulos Artinianos y Noetherianos
	Módulos Artinianos y Noetherianos
	Descomp. Módulos inyectivos sobre Noeth. y Art.

	Anillos Locales
	Anillos Locales
	Anillos de Endomorfismos
	Teorema de Krull-Remak-Schmidt-Azumaya

	Anillos y Módulos Semisimples
	Módulos Semisimples
	Radical y Zoclo

	Producto Tensorial
	Producto Tensorial
	El producto tensorial como funtor adjunto
	Módulos Planos
	Cocientes Planos de Módulos planos

	Anillos Perfectos
	Módulos semiperfectos
	Levantamiento de Descomposiciones
	Anillos Perfectos

	Indice

