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Introduccion

Este texto es un re-acomodo de las notas que he estado escribiendo sobre
teoria de médulos que se pueden encontrar en mi pagina personal. Las notas
originales surgieron como un trabajo social por el ano 2009 basandome en los
cursos de Algebra Moderna 3 y Algebra Moderna 4 impartidos por el Dr. Ale-
jandro Alvarado Garcia en la Facultad de Ciencias de la UNAM.

El escrito aqui presentado, es en gran parte (algunos resultados no se vieron
en clase) el curso de Algebra Moderna 3 que imparti en la Facultad de Ciencias
en el semestre 2023-2. La intencién de re-escribir estas notas y no presentar a
los alumnos las notas originales mencionadas arriba, es que quise dar un curso
que incluyera, en mi opinién personal, lo que un alumno de licenciatura necesita
de la teoria de moédulos para poder adentrarse en otras areas del dlgebra o
continuar con esta linea. Estas notas buscan que el alumno tenga una formacién
que le permita entender textos basicos de teoria de representaciones o de algebra
homoldgica.

El contenido de estas notas comprende desde la definicién de R-médulo hasta
las definiciones de médulo inyectivo y proyectivo. En este camino se presentan
construcciones generales como el producto directo y suma directa de moédulos.
También se incluyen en estas notas el producto tensorial de médulos, necesario
para otras areas afines. Se hace una breve exposicién de médulos semisimples y
se introducen los conceptos de radical y zoclo. Para finalizar, se definen médulos
proyectivos e inyectivos, pasando por médulos libres y grupos divisibles.

La exposicién de este escrito trata de ser la més clara posible. Se buscé no
dejar ningtin concepto sin un adecuado ejemplo. También, a lo largo del texto
se dan contraejemplos a distintas situaciones que me parecieron importantes de
resaltar. Por ultimo, cada capitulo termina con una seccién de ejercicios, los
cuales busqué que fueran adecuados para alumnos de licenciatura que ven por
primera vez estos temas.

Como menciono arriba, no todos los resultados puestos en estas notas se
vieron en clase, asi que a continuacién doy una lista de los resultados que pueden
ser omitidos en un primer curso y asi no tener que dar clases muy réapidas y que
puedan abrumar a los estudiantes. Por supuesto, el profesor del curso tiene la
ultima palabra sobre los resultados que quiera dar a sus alumnos. Los resultados
listados abajo, son precisamente los que yo omiti en mi curso.

Resultados que pueden ser omitidos: Seccién Lemma Teorema
Teoremal5.3.12] Lemmal5.3.17, Teoremal5.3.18] Teoremal5.3.19] Teorema
Proposicién Corolario y del Teorema [6.2.2§8] al Corolario
0.2.54!

Para terminar, quisiera dar una disculpa anticipada por los errores, principal-
mente de ortografia, que estas notas puedan contener. Estoy abierto a cualquier


https://www.medinabarcenas.com/uploads/1/2/4/6/124645155/algm3_mayo_2021_.pdf

II

sugerencia y/o comentario que me lo pueden hacer llegar a mi correo mmedi-
na@ciencias.unam.mx

Dr. Mauricio Medina-Barcenas
Ciudad de México, Mayo 2023
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Capitulo 1

Definicion de R-Modulo

1.1. Repaso de anillos

Definicién 1.1.1. Un anillo con uno es una quinteta (R, +,*,0,1) donde R es
un conjunto y se satisface lo siguiente:

1. (R,+,0) es un grupo abeliano
2. (R,#,1) es un monoide

.rx(s+t)=rxs+rxt
(s+t)xr=s*xr+txr

Ejemplo 1.1.2. (1) Los conjuntos Z,Q,R y C son anillos las operaciones
usuales de suma y producto.

(11) Para cada n > 0, los conjuntos Z,, son anillos.

(111) Sea K un campo. Entonces M, (K') es un anillo con las operaciones usuales
de matrices.

(1v) Sea R un anillo conmutativo y G un grupo finito. Se define el dlgebra de
grupo RG como el conjunto de sumas formales

RG = ngg|rg€R
g€eG

con operaciones
" deG rgg + deG S99 = dec(rg + 84)9
- (dea ng) * (Lnea snh) = Xgnea Tosngh

Definicién 1.1.3. Sea R un anillo y S un subconjunto de (R, +, *,0,1). Deci-
mos que S es un subanillo de R si:

1. (S,+,0) es un subgrupo de (R, +,0).

2. rs € S para todo r,s € S.
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3.1eb8.

Ejemplo 1.1.4. (1) Se tiene que Z es un subanillo de Q que es un subanillo
de R que es un subanillo de C.

(11) Sea K un campo. El subconjunto de matrices triangulares inferiores T1,, (K)
de M,,(K) es un subanillo.

(1) El conjunto (% H%) es un subanillo de TTy(R).

(rv) Sea K un campo y G un grupo finito. Si H es un subgrupo de G, entonces
K H es un subanillo de KG.

Definicién 1.1.5. Sea (R, +, *,0, 1) un anillo. Un ideal izquierdo (resp. derecho,
bilateral) es un subconjunto I de R tal que:

= (I,4,0) es un subgrupo de (R, +,0).
w ra €I (resp. ar € I, ra,ar € I) paratodoa € I y r € R.

Ejemplo 1.1.6. (1) 0y R son ideales bilaterales.

(1) Sea K un campo. Entonces <§ 8) y <8 [0{) son ideales izquierdos de
T (K).

(1) Sea gV un K-espacio vectorial de dimensién infinita. Sea R el anillo de
transformaciones lineales de V en V. Entonces

I={f€R|dimg(Imf) < oo}
es un ideal bilateral de R.

Dado un anillo R y un ideal bilateral I de R, se define el cociente R/I como
el conjunto de clases de equivalencia dadas por la relacién:

r=ssr—sel.
Las clases de equivalencia se pueden ver como
r+I={r+alacl}
para cada r € R. Asi, R/I es un anillo asociativo con uno, con las operaciones:
r+D+(s+D)=r+s)+1
(r+D(s+1)=(rs)+1
para todo 7, s € R.

Proposicion 1.1.7. Sea R un anillo e I un ideal bilateral de R. Entonces hay
una biyeccidn entre los ideales izquierdos (resp. derechos, bilaterales) de R/I y
los ideales izquierdos (resp. derechos, bilaterales) de R que contienen a I.

Definicién 1.1.8. Si (R, +,-,0g,1r) y (S, +, *,0g, 1s) son anillos con uno, una
funcién ¢ : R — S es un morfismo de anillos si:
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Lop(r+s) = p(r)+e(s)
2. ¢(rs) = o(r) * o(s)
3. o(1r) = 1s
Si ¢ es biyectiva, decimos que ¢ es un isomorfismo de anillos.

Ejemplo 1.1.9. (1) Si .S es un subanillo de R, entonces el morfismo inclusién
t:S — R dado por ¢(s) = s es un morfismo de anillos.

(11) Sea R un anillo conmutativo y a € R. La funcién evaluar en a, ev, :
R[x] — R es un morfismo de anillos.

(111) Sea R un anillo. La funcién ¢ : R — My (R) definida como ¢(r) = (5 9)

es un morfismo de anillos.

(1v) Sea R un anillo e I un ideal bilateral. Entonces la funcién 7 : R — R/I
dada por 7(r) = r + I es un morfismo de anillos.

Definicién 1.1.10. Sea ¢ : R — S un morfismo de anillos. Se definen el kernel
y la imagen de f como:

Kero={reR|o(r)=0}y
Ime={p(r)eS|reR}
respectivamente.
Proposicién 1.1.11. Sea ¢ : R — S un morfismo de anillos. Entonces:
1. Ker ¢ es un ideal bilateral de R.
2. Imp es un subanillo de S.
3. ¢ es inyectiva si y solo si Ker ¢ = {0}.
4. @ induce un isomorfismo de anillos entre R/ Ker ¢ y Im .
5.

Si J es un ideal izquierdo (resp. derecho, bilateral) de S, entonces ¢~ (J)
es un ideal izquierdo (resp. derecho, bilateral) de R.
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1.2. Definicion de R-moddulo

A partir de aqui R denotard a un anillo asociativo con uno

Definicién 1.2.1. Sea (M, +,0) un grupo abeliano. Un endomorfismo de M
es un morfismo de grupos abelianos ¢ : M — M. Denotemos Endz(M) = {¢ |
¢ endomorfismo de M}.

Sean ¢, € Endy, (M).

¥y M——m——=M —p: M— M
m ¢ (m) + 1 (m) m—— —¢(m)
0 M——— =M porp M—sM
mp——0 mi——= ¢ (¢ (m))
1 M—— M

mr——————————--m

Entonces (Endz (M), F,0,0, 1M) es un anillo.

Definicién 1.2.2. Sea R un anillo. La pareja (M, \) es un R-mddulo izquierdo
denotado pM, si (M, =+, 6) es un grupo abeliano y A : R — Endz (M) es un
morfismo de anillos.

Sea R un anillo y (M, A) un R-médulo. Para cada r € R, A(r) : M — M es
un endomorfismo de M. Denotemos rm := A\(r)(m), es decir,

A(r): M——— M

mb——= A (r) (m) :=rm.

Entonces se satisface lo siguiente:

L A(r 4 5) = A7) FA(s)
Yme M, (r+s)m:=X(r+s)(m)=A(r)(m)FA(s) (m) := rm+sm.

2. Arxs)=X(r)oX(s)
VYm e M, (r+xs)m:=X(rxs)(m)=A(r)(A(s)(m)):=r(sm).

3. A(r)(mAn) = A(r)(m)+A(r)(n) B B
Vm,n € M, r(m+n) := X(r)(m+n) = A(r)(m)+A(r)(n) == rm+rn.
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4. N(1g) = Idy
Ym e M, 1gm := A(1g) (m) = 1p(m) = m.

Ejemplo 1.2.3. (1) Como ejemplos bédsicos de R-mddulos estén los siguien-
tes. Tomemos

©: R——Endz (Ry)

r——p(r): R,

R,

rH——=p(r)(z) =rz

donde R es la parte aditiva del anillo (R, +,0). Con esta ¢ tenemos que
R es un R-médulo sobre si mismo rR.

(1) Si R=7Zy S es un anillo existe un unico morfismo de anillos

Z S

1t lg

n—==1g+1g+ ..+ 1s (n veces)

Comon =1+1+...41 el morfismo es tnico por que ya esta determinado
en 1.

Si M es un grupo abeliano

A Z — Endz (M)

1I—>IdM

n——s A(n) : M————->M

mb—— A(n)(m) := nm
Como A es tnico y AM(n)(m) = (Idys + ... + Idpys)(m) = m+ ...+ m = nm,
entonces todo grupo abeliano es un Z-maédulo.

Dado un R-médulo (M, \), por la Proposicién [1.1.11] tenemos que Ker A es
un ideal bilateral de R. Notemos que

KerA={reR|A(r)=0}={reR|Ar)im)=0YmeM}={reR|rm=0Vme M}
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Definicién 1.2.4. Sea (M,\) un R-médulo. Al nicleo de A se le llama el
anulador de My se denota Anng(M). Si Anng(M) = 0 se dice que M es fiel.

Proposicién 1.2.5. Sea (M, \) un R-mddulo. Entonces M es un R/ Anng(M)-
mddulo fiel.

Demostracion. Tenemos el morfismo de anillos A : R — Endz(M). Por defi-
nicién Anng(M) = Ker A. Se sigue de la Proposicién que A induce un
morfismo de anillos inyectivo A : R/ Anng(M) — Endz(M). Por lo tanto M es
un R/ Anng(M)-médulo fiel. O

Es posible dar otra definicién de R-médulo izquierdo, enfocandonos sélo en
la accién del anillo R en el grupo abeliano M.

Definicién 1.2.6. Sea R un anillo y (M,+,0) un grupo. Se dice que M es un
R-médulo izquierdo, denotado rM, si existe una accién

RxM-——M

(r,m) ——rm
que cumple:
1. r(m+n) = rm+rn
2. (r+s)m=rm+sm
3. (rxs)m=r(sm)
4. Im=m

Ejemplo 1.2.7. (1) Sea K un campo. Entonces todo espacio vectorial sobre
K es un K-médulo.

Q
R

&%) &2

(1) Sea R = C(R,R) el anillo de funciones continuas de R en R, con producto
la composicién de funciones. Sea X un espacio topologico y sea C(X,R)
las funciones continuas de X en R.

Sea g € C(X,R) y f € R entonces f og € C(X,R). Con esta operacién
C(X,R) es un R-médulo izquierdo.

(11) Considremos el anillo R = (

tonces

0 . .
R ) con las operaciones de matrices. En-

Son R-médulos izquierdos.

(rv) Sean R y S anillos y sea f : R — S un morfismo de anillos. Con el
morfismo f podemos darle estructura de R-médulo izquierdo a S de la
siguiente manera:

Como S es un anillo, en particular es un grupo abeliano. Ahora si r € R
y s € S definimos r - s = f(r)s.

A esta estructura que le damos a S se le llama restriccion de escalares.
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1.3.

1.

10.
11.

12.

13.
14.

15.

16.

Ejercicios
Sea {R;}; una familia de anillos. Demuestre que el producto cartesiano

11 ; I%; es un anillo con las operaciones coordenada a coordenada.

Sea gV un K-espacio vectorial (de cualquier dimensién). Sea
Endg(V)={f:V = V| f es una transformacién lineal}.

Demuestre que Endg (V') es un anillo con la suma puntual y la composi-
cion.

De un K-espacio vectorial V' tal que Endg (V') no sea un anillo conmuta-
tivo.

Sea K un campo. Demuestre que (§ ) no es un ideal bilateral de TIy(K).

0
K
Sea K un campo. Demuestre que (£ 0) es un ideal bilateral de TI(K)
pero no de M, (K).

Sea I el ideal del ejercicio anterior. Demuestre que TIy(K)/I es isomorfo
a K.

Demuestre la Proposicién [I.1.7]

Sea K un campo. Demuestre que el anillo M,,(K) no tiene ideales bilate-
rales distintos de 0 y M, (K).

Sean R un anillo conmutativo, G'y H grupos finitos. Suponga que f : G —
H es un morfismo de grupos. Demuestre que f : R[G] — R[H] definida

como f (dec rgg) =Y 4ec T9f(g) es un morfismo de anillos.
Demuestre la Proposicién [[.1.11]

De un ejemplo en el que la imagen de un ideal bajo un morfismo de anillos
no sea un ideal.

Demuestre que la operacién + de M en la Definicién es conmutativa
usando las condiciones de la acciéon de R en M.

Demuestre que las Definiciones y son equivalentes.

Demuestre que si R es un anillo conmutativo con unidad y M es un R-
modulo izquierdo, entonces M es un R-moédulo derecho. ;Qué pasa si R
no es conmutativo?

Sea R un anillo y M, «xx(R) las matrices de tamano n X k con coeficientes
en R. Demuestre que M,,xx(R) es un M,,(R)-mdédulo izquierdo para todo
n,k > 0.

Sea R un anillo conmutativo, M un R-médulo y x una indeterminada.
Definimos
Mlz) = {z:mzxZ | m; Ean()}.

i=0

Demuestre que M[z] es un R[z]-médulo con las operaciones de polinomios.
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17. Demuestre que todo K-espacio vectorial V' es fiel.

18. Sea R un anillo y M un R-médulo. Demuestre que las siguietes afirmacio-
nes son equivalentes:

(a) M es fiel.
(b) R es (isomorfo a) un subanillo de Endy(M).

(c) Sirm =0 para todo m € M entonces r = 0.



Capitulo 2

Submoddulos y Cocientes

2.1. Submoddulos

Definicién 2.1.1. Un subconjunto N de M es un submddulo (lo denotaremos
N < pM) si

1. N es un subgrupo de M,y
2. re € N paratodor € Ryxz € N.
Denotemos Sub(rM) := {N | N < pM} al conjunto de submdédulos de M.
Ejemplo 2.1.2. (1) Para todo R-médulo M, {0} <My M < M.
(1) En gR, I < gR si I es un ideal izquierdo de R

Definicién 2.1.3. Un médulo M es simple si sus tnicos submédulos son los
triviales, es decir, 0 y M.

Ejemplo 2.1.4. (1) Sip es un nimero primo entonces los Z-médulos Z, son
simples.

(11) Si M, (K) es el anillo de matrices cuadradas de n xn con coeficientes en un
anillo con division (por ejemplo un campo) entonces para cada 1 <1 <n

S; = {(aij) € M, (K) | a;; = 0 para todo j # [}
es simple como M,,(K)-mdédulo.

Definicién 2.1.5. SSIAC Ry X C M, AX ={a1x1 + asx2 + ... + anxy, | a; €
A x; € X n € N} es el conjunto de combinaciones lineales de Ay X.

Lema 2.1.6. Sea M un R-mddulo izquierdo y ) # X C M. Entonces RX <
rM.

Demostracion. Es claro que la suma de dos combinaciones lineales de X con
coeficientes en R, es una combinacion lineal de X con coeficientes en R. Ahora,
seax € RXys € R.Entoncesx =rix1+---+r,T, y ST = srix1+- - -+8r,x, €
RX. Por lo tanto RX < M. O
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Proposicion 2.1.7. Sea ¢ # N C gM. Son equivalentes:
(a) N<M
(b) RN =N
(c) Vae RyVx,ye N,ax+y €N

Demostracion. (a)=-(b). Es claro que N C RN ya que todo elemento de N
es una combinacién lineal en RN. Ahora sea z € RN entonces z = ajx1 +
asx2 + ... + apr, con a; € Ry x; € N como N < pM entonces a;x; € Ny
a;T;+a;11%;+1 € N por lo tanto a121+...+a,x, € N asi RN C N demostrando
2.

(b)=(c). Sean a,b € Ry x,y € N entonces ax + by € RN y por 2, tenemos
que RN = N. Asi que ax + by € N.

(c)=(a). Tomemos a = 1y z,y € N. Entonces x+y € N. Ahora sea a = —1
y © € N. Entonces, (—1)z +x = 0 € N. Por lo anterior, podemos tomar a € R
yx,0€ N. Asian =an+0 € N. Por lo tanto N < gM. O

El Ejercicio nos dice que existe el menor submédulo (con respecto a la
inclusién) de gM que contiene a X al cual se le llama el generado por X y se
denota £(X).

Lema 2.1.8. 1. Si X CY C gM entonces £(X) < £(Y).
2. 4(¢) = {0}
3. U(X) = RX

Demostracion. 1y 2 Son claras.

3. Como RX < gpM y X C RX, ¢(X) C RX por que ¢(X) es el menor
submdédulo que contiene a X. Ahora si ay,...,a, € Ry x1,...,x, € X entonces
a1, + ... + anxy € £(X) asi que RX C £ (X). O

Observacion 2.1.9. Por el lemma anterior tenemos que

é(U Ma> ={@14 ...+ |z My}

aeX
el cual denotamos por )y M.

Lema 2.1.10. Si H, K, L son submddulos de rM entonces
HN(K+L)>(HNK)+ (HNL)

Demostracion. Tenemos que HN K < Hy HNK < K < K + L también
HNL<HyHNL<L<K+Lentonces HNK<HN(K+L)yHNL<
HnN(K+ L) porlotanto (HNK)+ (HNL)<HN(K + L). O

Observacion 2.1.11. Notemos que la igualdad en la observacion anterior no es
cierta en general. Consideremos R? como R-médulo. Sean H = {(z,0) | z € R},
K ={0,9) |y € R} y L = {(z,2) | = € R}. Es claro que H,K y L son
submédulos de R? y HN(K+L) = HNR? = H. Por otro lado (HNK)+(HNL) =
0+0=0.
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Lema 2.1.12 (Ley Modular). Sean H,L, K submddulos de pM. Si K < H <
rM entonces
HN(K+L)=K+ (HNL)

Demostracién. 2] Es la Observacién [2.1.10}

ClSeaxz e HN(K+ L) entoncesc € Hyax=k+lconke KylelL
entonces | = x —kycomo k € K < Hyax € H=1¢€ H por lo tanto
x € K+ (HNL). Quedando demostrada la Ley Modular. O

A partir de este momento denotaremos rM simplemente por M siempre y
cuando esté claro sobre que anillo estamos trabajando.

Definicién 2.1.13. Sea M un R-médulo.
1. Decimos que X C M genera a M si RX = M.
2. Si X genera a M y X es finito, decimos que M es finitamente generado.
3. Si X = {z} y genera a M, decimos que M es ciclico M = Rx.

Proposicién 2.1.14. Un mddulo M es finitamente generado (f.g.) si y solo si
para cada familia {M;}icr de submddulos de M tales que ) ;. M; = M, existe
F C I finito tal que M = ZjeFMj.

Demostracion. Supongamos que M es f.g. entonces M = RX para algin X C
M finito. Notemos que RX = Rx; + Rz + ... + Rxp,. Si M = Ziel M; en-
tonces para cada i € {1,...,n}, z; estd en una suma finita de submdédulos en
la familia {M;}, ;. Entonces X = {z1,...,7,} estd incluido en una suma fini-
ta de submédulos {M;} ;.. Asi se tiene que M C 37, p M; C© 32,0 f M € M.
Reciprocamente tenemos que M = ), Rm entonces existe X = {x1,...,2,} C
M tal que M =" | Rz; = RX por lo tanto M es f.g. O

Definicién 2.1.15. Decimos que N < M es mdzimo en M si N < M y siempre
que N < L < M se tiene que L = M.

Proposicion 2.1.16. Son equivalentes para N < M :
(a) N es mdzimo en M.
(b) Sim ¢ N, entonces N+ Rm =M

Demostracion. (a)=-(b). Sup. que m ¢ N entonces N < N + Rm y como N es
maximo entonces N + Rm = M.

(b)=(a). Supongamos que N < L < M como N < L tomamos m € L — N
entonces N + Rm = M por hipétesis, pero N + Rm C L entonces L = M. [

Teorema 2.1.17. Si gM es finitamente generado entonces todo submddulo
propio de gM estd incluido en un submddulo mdximo.

Demostracion. Sea K < M submdédulo propio de M, entonces existe un con-
junto {x1,...,2,} de M tal que M = Rxzy + ... + Rx,, + K por la Proposition
y podemos suponer que n es el minimo.

Sea L = K+ Rxa+...4+ Rx,,. Entonces L < M. SeaP ={N < gpM | L < N}
que es no vacio ya que L € P. Tenemos que (P, C) es un COPO. Note que un
submédulo T de M que incluya a L, no estd en P si y solo si 21 € T. Sea
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C = {Na},ex una cadena en P no vacia, y sea V = |JC. Sean a,b € V,
r,s € RPD.ra+sbeV.Sia,beV entonces a € N; p. a. i € X y b€ N; p.
a.j € X ycomo N; C NjoN; CN; porserCunacadenaentoncesa be N;
oa,b € Nj asi que ra+sb€ N o ra+ sb € N; por lo tanto ra 4+ sb € V. Como
21 ¢ Ny paratodaa € X, 21 ¢ VyasiV 6 P. Por el lema de Zorn P tiene
elementos maximos. Sea N méaximo en P, si N < T < M entonces 1 € T ya
que de lo contrario T estaria en P contradiciendo la maximalidad de N. Por lo
tanto T'= M. O

Corolario 2.1.18. Un anillo R como R-mddulo, tiene submddulos mdzximos.
FEs decir, todo anillo tiene ideales izquierdos (derechos) mdximos.

Corolario 2.1.19. Si M es un R-mddulo finitamente generado, entonces tiene
submaodulos mdzimos.

Observacion 2.1.20. Existen modulos que no tienen submédulos maximos; por
ejemplo, el Z-mddulo Q (Ejercicio . Por otro lado, pueden existir médulos
que no sean finitamente generados pero que cada submodulo esté contenido
en un maximo (Vea la Proposicién 11.3.7 de las notas completas). También
es posible tener un moédulo que tenga submoédulos méximos pero que no todo
submédulo esté contenido en un maximo; por ejemplo el Z-médulo Z, © Q con

prlm(ﬂ En este modulo el submédulo 0 ¢ Q es mdximo (Vea el Corolarlo
- y el Corolario , sin embargo el submédulo Z, @ 0 no estd contenido
en ningin maximo (Vea el Corolario y la Proposicién .

Definicién 2.1.21. Sea {Na},cx € Sub (M) si

LY wexNa=M
2. Na N3 54, Ng =0 para todo o € X

decimos que M es la suma directa de la familia {No} ¢ x v lo denotamos como

Daex {Na}

Proposicién 2.1.22. Son equivalentes para M =3 N,

(&) Na N 5., Np=0 para todo o € X;

(b) todo elemento m € M se escribe de manera Unica como m = ng, +...+nq,
CON N, € Ng, .

Demostracion. (a)=(b) Seam € M tal que m = aq, +...+aq, ¥y M = by, +... +
ba, €ON Gy, ,ba; € No, dos representaciones distintas de m. Tomemos a,; € Ny, .
Entonces aqn; = ba, +...+ba, —@a, —...—aq, con k # j. Agrupando términos que
estén en el mismo submédulo, nos da que aq; € No, N Ba, Ng, contradiciendo
(a). Por lo tanto m se escribe de manera tnica.

(b)=(a) St Na N} 5., Np # 0 tomemos un elemento nq en la interseccion.
Asi, ng = ng, +...+npg, conng, € Ng, y B; # . Pero esto contradice que todo
elemento de M se escriba de manera tnica. Por lo tanto, n, = 0. O

1Para la definicién de suma directa vea la Seccién
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2.2. Cocientes

Sea M un R-médulo y N < M definimos la siguiente relacién de equiva-
lencia en M: Sean z,y € M. Decimos que z y y son congruentes modulo N
(x=y(N)),siysolosiz—y€N.

Para z € M consideremos su clase de equivaliencia T. Entonces

T={yeM|z=y(N)}={yeM|y=x+npanecN}y={zr+n|necN}.

Asi que denotamos a la clase de equivalencia de x por z + N y denotamos al
cociente de esta relacién por M/N :={x + N |z € M}.
Podemos definir en M/N las siguientes operaciones: Sean y + N,z + N €
M/NyreR
(x+N)+(y+N):=(r+y) +N

r(x+ N):=rz+ N
Proposicién 2.2.1. Con las operaciones anteriores M/N es un R-mddulo.

Proposicion 2.2.2. Sean M un R-mddulo y N < M. Entonces existe una
biyeccion entre los submddulos de M que contienen a N y los submddulos de
M/N.

Demostracion. Sea Sub(M)/N :={L < M | N C L}. Definimos:

fn: Sub(M)/N ——— = Sub(M/N)

H—— sH/N={h+N|hecH}

ik Sub(M/N) Sub(M)/N

T—{zeM|z+NeT}=fT)

Siz,y € fx (T) entonces t + N,y+ N €T = (r+N)+(y+N)eT =
(x+vy)+ N € T por lo tanto z +y € f3 (T) y si r € R entonces rz + N =
r(z+ N) €T por lo tanto rx € fX (T)
Por lo tanto fx (T') € Sub (M) /N.

Afirmamos que f5, es biyectiva.
Veamos que fy o [y = Idsuva/ny Y [ © fv = Idsupary /-
Sea T € Sub(M/N) entonces fy o fx(T) = fn{zeM|z+NeT}) =
{reM|z+NeT}/N=T.
Ahora sea H € Sub (M) /N entonces fy o fv (H) = fx (H/N)={x e M
|2+ N € H/N} = H. O

Corolario 2.2.3. Sen N < M. Entonces M/N es simple si y solo si N es
mdximo en M.

Como RrR es f.g. entonces tiene maximos y por lo tanto siempre hay médulos
simples.
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Proposiciéon 2.2.4. Sea M un mddulo finitamente generado y N < M. En-
tonces M/N es finitamente generado.

Demostracion. Supongamos que M es finitamente generado, con generadores
my,....,mp € M.Seax+ N € M/N. Se tiene que & = rymq +rama—+- - +7,My,.
Entonces, x + N = (rimq + ramg + -+ + rymy) + N = rimq + N + ramg +
N+ - -4+ r,my, + N. Lo que implica que m; + N, mo + N, ...,m,, + N generan
a M/N. O

Observacion 2.2.5. En general, submodulos de médulos finitamente generados
no tienen por qué heredar la propiedad. Para ésto, consideremos el anillo

_(Z Q
7= (5 3)
con las operaciones usuales de matrices. Es claro que g R es finitamente genera-
do. Pero el ideal izquierdo
_ (0 Q
(0 o)

no lo es. Notemos que la accién de R en I estd dada por (g2)(02) = (J%).
Es decir, estd determinada por la accién de Z en Q. Sabemos que zQ no es
finitamente generado (Ejercicio [2.3][7)), por lo tanto rI tampoco.
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2.3.

1.

10.

11.

12.

13.

14.

Ejercicios

Considere el anillo R del Ejemplo [1.2.7/II. Demuestre que (§2) es un
R-médulo simple.

Demuestre la afirmacién del Ejemplo II.

Demuestre que si { N, }aex es una familia de submédulos de g M entonces
(M{No}acx es un submodulo de g M.

Sea X un subconjunto no vacio de un R-moédulo izquierdo M e I un ideal
izquierdo de R. Demuestre que IX es un submddulo de M.

Demuestre 1 y 2 del Lemma [2.1.8
Demuestre que cualquier submodulo finitamente generado de zQ es ciclico.

Sea X C zQ un subconjunto generador, es decir, ZX = z7Q y sea g € X.
Demuestre que Z(X — {zo}) = zQ. Concluya que zQ no es finitamente
generado.

Demuestre que zQ no tiene submdédulos maximos.
Demuestre que un médulo simple es ciclico.

Sea K un anillo con division. Demuestre que todo K-mddulo tiene una
base.

Muestre que Z4 como Z-médulo no tiene una base.

Definicién 2.3.1. Una reticula (L, <,A,V) es un COPO (conjunto par-
cialmente ordenado) con orden < donde cada pareja de elementos z,y € L
tiene supremo denotado x V y e infimo denotado x A y. Decimos que una

reticula es completa si todo subconjunto X C L tiene supremo \/ X e
infimo A X.

Sea X un conjunto y P(X) el conjunto potencia de X. Demuestre que
P(X) es una reticula completa, donde el orden estd dado por la conten-
sion de conjuntos y el supremo e infimo son la union y la inteseccién de
conjuntos respectivamente.

Sea X un espacio topoldgico. Denotemos por O(X) al conjunto de sub-
conjuntos abiertos de X. Demuestre que O(X) es una reticula completa
donde el orden esta dado por la contension y el supremo e infimo quedan
descritos por la union y tomar el interior de la interseccién de una familia
de conjuntos abiertos respectivamente.

Demuestre que Sub(grM) es una reticula completa donde < esta dado
por C. Ademds, dada una familia de submddulos de gM, {N,}acx, €l
infimo de la familia estd dado por A ,cx No = [acx Na y €l supremo por

\/an Ny = E(UaEX Na)'

Definicién 2.3.2. Un subconjunto X de una reticula L es dirigido (resp.
codirigido) si dados z,y € X existe z € X tal que xVy < z (resp. z < zAY).



16

15.

16.
17.
18.

19.

20.
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Definicién 2.3.3. Sea (L, <, A,V) una reticula completa. Decimos que
L es superiormente continua si

a/\\/X:\/{a/\x|x€X}
para todo conjunto dirigido X C L.

Sea g M un R-médulo. Demuestre que Sub(rM) es una reticula superior-
mente continua.

Sea N < M. Demuestre que la relacién = (N) es de equivalencia.
Demuestre la Proposicon [2.2.1

Demuestre que si M es un médulo ciclico entonces todo cociente de M es
ciclico.

Sea R un anillo, I un ideal bilateral y M un R-mdédulo izquierdo. Suponga
que IM = 0. Demuestre que M es un R/I-mdédulo izquierdo.

Sea D un dominio entero y M un D-médulo. Considere el siguiente sub-
conjunto de M:

t(M)={m e M | rm = 0 para algin r € D}.

Demuestre que t(M) es un submédulo de M. A ¢(M) se le llama el
submdodulo de torsion de M.



Capitulo 3

R-morfismos

3.1. R-morfismos

Definicién 3.1.1. Si gM y gN son R-moédulos una funcién ¢ : M — N es un
R-morfismo si:

Loo(@+y) =¢@) +ey)
2. p(rz) =re(x)
para todo x,y € M y todo r € R.

Observacion 3.1.2. ¢ :p M — rN es un R-morfismo si y solo si ¢ (re+y) =
ry (x) + ¢ (y) para todo z,y € M y todo r € R.

Ejemplo 3.1.3. (1) Para cualesquiera dos médulos M y N tenemos el mor-
fismo cero:
0: M——-N

m——0 Yme M
(1) Sea gN < gM y consideremos la funcién:

7 N——M

n———n Vne N

Si N = M, entonces i es la identidad denotada Idy;. Si N es propio en M
a i se le llama la inclusion candnica y se denotara con la flecha <.

() Si N < gpM, la funcién

T M —— M/N

mr———=m-+ N

17
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es R-morfismo al cual llamamos la proyeccion candnica. Para ver ésto,
seanx,y e M yreR

n(re+y)=(re+y)+N=(rz+N)+(y+N)

=r(@+N)+(y+N)=rr(z)+7(y)

Lema 3.1.4. 1. Composicion de R-morfismos es un R-morfismo.

2. Sip: M — N es un R-morfismo biyectivo entonces la funcion inversa de
¢ es un R-morfismo dado por ¢~ (x) = u si ¢ (u) = .

Demostracion. 1. Sean M, N, L R-médulos, ¢p : M — Ny v : N - L R-
morfismos z,y € M y r € R entonces

Yo (re+y) =9 (re(z) + ¢ (y) = rve (2) + Yo (y)
2. Supongamos que ¢ es biyectiva con inversa ¢ ~!. Entonces
T+ 1) = o7 (rp(@) +o(y) = ¢~ (plre +y)) =rz +y
=1~ (n) +¢7H(0)
O

Observacion 3.1.5. Sea ¢ : M — N un R-morfismo. Usaremos el termino mo-
nomorfismo para referirnos a que @ es inyectivo y usaremos el termimo epi-
morfismo si ¢ es suprayectivo. Los terminos monomorfismo (resp. epimorfismo)
y morfismo inyectivo (resp. suprayectivo) no son sinénimos, sin embargo en la
teorfa de médulos los conceptos coinciden (Vea la Deﬁniciény el Teorema

A1),

Definicion 3.1.6. Sea ¢ : M — N un R-morfismo. Si ¢ es biyectivo, es decir,
inyectivo y suprayectivo lo llamamos isomorfismo. Decimos que M es isomorfo
a N y lo denotamos M = N si existe un isomorfismo ¢ : M — N.

Ejemplo 3.1.7. Consideremos Z como Z-médulo y sea 0 # n € Z. Entonces
7Z = nZ donde el isomorfismo estd dado por x — nzx.

Lema 3.1.8. Sean M, N y L R-mddulos. Entonces
1. M =M.
2. si M = N entonces N = M.
3. st M =N y N =L entonces M = L.
Lema 3.1.9. Sea ¢ : M — N R-morfismo, U < M yV < N entonces:
1. p(U) < N.

2. o (V)<M
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Demostracion. 1. Sean z,y € U y r € R entonces ¢ = ¢ (u1) y y = ¢ (uz) con
up,ug € U asi re +y = rp(ur) + ¢ (u2) = ¢ (rus +uz2) € ¢ (U) por lo tanto

pU)<N.
2. Sean z,y € ¢ (V) y r € R entonces p(z) € V 'y ¢(y) € V asi que
o(rz+y)=rp(z)+¢(y) €V por lo tanto rx +y € p=1 (V). O

Definicién 3.1.10. Sea ¢ : M — N es un R-morfismo.

1. El nicleo de ¢ se define como:

Kerp = ¢~ ({0}) < M.

2. La imagen de ¢ se define como:

Imp =p(M)={n€ N |n=p(m) para algin m € M}.

3. El conicleo de ¢ se define como:

Coker ¢ = N/Im .

Lema 3.1.11. Sea ¢ : M — N un R-morfismo.
1. SiU < M, entonces ¢~ ' (p (U)) = U + Ker ¢.
2. SiV <N, entonces ¢ (¢~ (V)) =V NIme.
3. Si: N — L es un R-morfismo, entonces:

a) Keryp = o1 (Ker)).
b) g = (I ).

Demostracion. 1. Sea z € o1 (¢ (U)), es decir, ¢ (z) € ¢ (U). Entonces existe
u € U tal que p(u) = ¢(z) y asf u —x € Ker . Por lo tanto v = 2 + (u — ) €
U + Ker ¢. Reciprocamente, si z € U + Ker ¢, entonces = u+ k con u € U
ykeKerp Asi p(x) = p(u+k) =p(u)+¢ (k) =¢(u)+0=¢(u) lo que
implica que ¢ (z) € ¢ (U). Por lo tanto x € =1 (¢ (U)).

2.Siy € (et (V)) entonces y = p(x) para algin z € ¢! (V), lo que
implicaquey = ¢ (z) € V. Porlotantoy € Impyy € V,esdecir,y € VN Imp.
Reciprocamente, si y € V NImy entonces y € V' y y = ¢(x) para algin = € M.
Entonces z € ¢~ (V) y por lo tanto y € ¢ (¢~ (V)).

3a) x € Kerpp & Yy () =0 ¢ (x) € Kerp & x € o1 (Kerv).

B reImpporz=ve{y)p.ayeMeszc(o(y) zecp(myp).

O

Corolario 3.1.12. Sean A,B,C, y D R-mddulos. Si el cuadrado
A—2>B

bk

C'*&>D

es conmutativo con 7y sobre y B inyectivo, entonces:
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1. Tma = B~ H(Im})
2. Kerd = y(Ker a)

Demostracion. 1. Por el Lema Imdy = §(Imy) = §(C) = Imd pero
también tenemos que Imdy = Im Ba = S(Im«) por lo tanto Imé = S(Im «)
entonces 3~ 1(Im ) = B~ 1A(Ima) = Ima

2. Usando el Lema [3.1.11] Ker fa = a~'(Ker ) = a~(0) = Kera pero
Ker Ba = Ker §y = y~!(Ker ) asi que Kera = y~!(Ker §) entonces v(Ker a) =
vy~ (Ker d) = Ker 6. O

Proposicion 3.1.13. Son equivalentes para un R-morfismo ¢ : M — N:
(a) ¢ es inyectiva.
(b) Ker¢ =0

Demostracion. (a)=-(b). Sea x € Ker ¢ entonces ¢ (x) = 0 pero también ¢ (0) =
0 por ser ¢ R-morfismo y como ¢ es inyectiva entonces x = 0.

(b)=(a). Si ¢ (x) = ¢ (y) se tiene que ¢ (x —y) = 0 entonces x —y € Ker ¢ por
lo tanto £ = y y ¢ es inyectiva. O

Proposicion 3.1.14. Son equivalentes para un R-morfismo ¢ : M — N:
(a) ¢ es suprayectiva.
(b) Coker(¢) =0

Demostracion. Solo hay que notar que ¢ es sobre si y sélo si Imyp = N siy sélo
si N/Ime = 0. O

Proposicién 3.1.15. Sip: A — B es un R-morfismo, {4;}icr es una familia
de submddulos de A y {B;},cs es una familia de submddulos de B, entonces:

1oy (Ziel Ai) = e ().
2 07 (Mes Bi) = Myes 78 (By):

8. Yies o 1 (Bj) C ! (ZjeJBj>' Si B; C Im ¢ para todo j € J, enton-

ces se da la igualdad.

4. 0 (Mier Ai) € Nier e (As). Si Kerp C A; para todo i € I, entonces se da
la igualdad.

Demostracion. 1y 2 se dejan como ejercicio.

S.x €Y ey 0 Y (Bj) & x =xj1 + ... + Tj, con zj; € ¢ '(Bj)) entonces
p(x) = (zj1) + ... + (zjn) con p(z;x) € Bjy asi que p(x) € 3>, ; Bj lo que
implica que xz € np_l(zjej Bj). Ahora, si suponemos que B; C Im ¢ para toda
j € J tenemos que

e DYCB | =t [ D oBinTme) | =07t [ D e (07 (By)

jed jeJ jeJ
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_—— (@ (Z ot (Bj))) =Y o (B) +Kerp=) ¢ 1 (By).

JjeJ jeJ jeJ

4.2 € o((;er Ai) & x = o(y) con y € [;c; Ai entonces x € p(A;) para
toda i € I, por lo tanto = € [);c; ©(A;). Ahora, si suponemos que Keryp C A;
para toda ¢ € I tenemos que

()=o) ) o0 o)

= (@‘1 (ﬂ w(&))) = [ @A) NTmep = () ¢(A;).

el iel iel
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3.2. Teoremas de Isomorfismo

Teorema 3.2.1. Todo R-morfismo ¢ : M — N se puede factorizar como p =
P12 donde p1 es monomorfismo y w2 es epimorfismo.

Demostracion. Tomemos el médulo M/ Kerp vy w0 =7 : M — M/Kerp la
proyeccién canénica. Definimos ¢1 : M/Kerp — N como ¢1(m + Kerp) =
©(m). Notemos que

m+Kerp=m'+Kerp s m—m'e€Kerp s pm—m')=0

& p(m) —p(m') =0 o(m) = p(m').
Por lo tanto ¢; estd bien definida y es inyectiva. Ademds, ¢, es R-morfismo ya
que @1(r(m + Kerg) + (n + Ker ) = @1((rm +n) + Kerp) = p(rm +n) =
ro(m) +p(n) = re(m+ Ker @) + ¢1(n + Ker ). Més ain, como Im ¢ = Im ¢,
se tiene que @ es epi si y solo si 1 es un isomorfismo. O

Teorema 3.2.2 (ler Teorema de Isomorfismo). Si ¢ : M — N es un R-
morfismo entonces M/ Ker p = Tm .

Demostracion. Por el Teorema [B.2.1] O

Teorema 3.2.3 (2do Teorema de Isomorfismo). Sean H, K < M. Entonces
(H+K)/K=H/(HNK).

Demostracion. Tomemos f : H — (H + K)/K definida como f(h) = h + K.
Entonces Kerf = {h € H | h+ K = K} = HN K. Por ler Teorema de
isomorfismo (Teorema [3.2.2) (H + K)/K = H/(HNK). O

Teorema 3.2.4 (3er Teorema de Isomorfismo). Sean K < L < M. Entonces
M/L=(M/K)/(L/K).

Demostracion. Tomemos f : M/K — M/L definida como f(m + K) =m + L.
Notemos que

m+K=m+Kem-meK=m-m'eLem+L=m+L.

Por lo tanto f estd bien definida y es sobre. Ademds m + K € Ker f < f(m +
K)y=Lem+L=L<mecLasiqueKerf={m+K|meL}=L/K.Por
el ler Teorema de isomorfismo (Teorema [3.2.2) M/L = (M/K)/(L/K). O

Corolario 3.2.5. 1. Si M = N & L entonces M/N = L.

2. Un R-mddulo M es ciclico si y solo si M es cociente de R.

Demostracion. 1. M/N 2 (N®L)/N=L/(NNL)=L/0= L.

2 =. Supongamos que M = Rz para algin x € M. Consideremos el R-
morfismo (--z) : R — Rz multiplicar por x por la izquierda. Por el ler Teorema
de isomorfismo (Teorema [3.2.2) M = Rz = R/ Ker(-- z).

3 <. 81 M = R/I para algtn ideal izquierdo I de R, entonces R(14+1) = R/I.
Por lo tanto M es ciclico. O
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Definicién 3.2.6. Dado un médulo M is x € M, el anulador de x se define
como Ker(--z) = {r € R | rz = 0} y lo denotaremos (0 : z).

Lema 3.2.7 (Zassenhaus). Sea M un R-mddulo y U,U",V,V' < M tales que

U'+(UNV) ~ V'+UNV)
U <U<S<MyV' <V <M entonces THOAV) — VIR UAv) -

Demostracion. Tenemos que U N'V/ < U NV. Entonces

U+UnV) (UnV)+U +UNV)) _ Uunv

U-+unvy U+ UnVv) UnvNnU +WUnv)’
por el 2do Teorema de isomorfismo. Pero por la ley modular 2:1.12]
UnVNnU' +0UnVY=U0UnvnU +0UnNnV' =vnU +UnV".

unv unv

AR +TAVT)) = VAU +UAY - Andlogamente se tiene que

Por lo tanto

V'+Unv) unv
Vi+U'NV) VnUu+UnvV’

Proposicién 3.2.8. Sea ¢ : M — N un R-morfismo.

1. Sea a: M — M’ un epimorfismo tal que Ker o C Ker . Entonces existe
un inico R-morfismo B : M' — N tal que o = Ba.

2. Sea v : N' — N un monomorfismo tal que Imp C Im~. Entonces existe
un inico 6 : M — N’ tal que ¢ = ~o

Demostracion. 1. Definimos 8 : M’ — N como S(y) = p(z) si a(z) = y.Notemos
que si a(z) = a(z’), entonces z — 2’ € Kera C Ker . Asi que p(z) = p(z').
Por lo tanto 8 esta bien definida. Ahora, veamos que S es un R-morfismo.
Sean y1,ys € M’ tales que a(x1) = y1 v a(ze) = y2 y sea r € R. Entonces
rB(y1) + Blys) = ro(w1) + @(w2) = plrws +w3). Como alre) +w2) = 191 + o,
B(ryr + y2) = o(rz1 + x2) = r8(y1) + B(y2). Por la forma de definir 3, ésta es
Unica y ¢ = Ba. Ademas S es mono si y solo si Kera = Ker g, y 3 es epi si y
solo si ¢ es epi.

2. Definimos § : M — N’ como d(x) = y donde v(y) = ¢(z) Notemos que
si p(z) = v(y') entonces v(y) = v(¥') & y — y € Kery = {0} entonces y = ¢/'.
Por lo tanto ¢ esta bien definida y es tnica. Claramente, v0 = . Ademads ¢ es
mono si y solo si ¢ es mono, y d es epi si y solo si Imy = Im~. O

Definicién 3.2.9. 1. N < M se llama sumando directo de M, si existe
L<Mtalque N L=M

2. Decimos que un monomorfismo o : M — N se escinde si Ima es un
sumando directo de N.

3. Decimos que un epimorfismo 5 : M — N se escinde si Ker § es un suman-
do directo de M.



24 CAPITULO 3. R-MORFISMOS

Lema 3.2.10. Si el siguiente diagrama
L—=N
NP
M
es conmutativo, entonces:
1. Ima +Ker 8= 37 1(Im\).
2. ImanKerp = a(Ker\).

Demostracion. 1. Im XA = Im Ba = B(Im «), entonces B~ (Im )
=B71(B(Ima)) = Ima + Ker 3.

2. Ker A = Ker Ba = a~}(Ker 3), entonces a(Ker \)
= a(a"}(Ker 8)) = Ker N Ima. O

Corolario 3.2.11. Con el diagrama del lema anterior.
1. Si X\ es un epimorfismo, entonces Ima + Ker § = N.
2. Si A\ es un monomorfismo, entonces Ima N Ker 5 = 0.
3. Si X\ es un isomorfismo, entonces Ima & Ker 8 = N.
Corolario 3.2.12. Son equivalentes para o : M — N:
(a) a es mono y se escinde.
(b) Existe 8 : N — M tal que Ba = Idy,

Demostracion. (a)=(b). Supongamos que « es un monomorfismo y que Im o @
N’ = N para N’ < N. Sea ag : M — Ima la corresticcién de o a su imagen.
Como « es mono, ¢y es un isomorfismo. Sea p : N — Im « la proyeccién canénica
y sea 3 = app. Entonces, para todo m € M se tiene que

Ba(m) = agpa(m) = agp(a(m)) = ag(a(m)) = m.

Por lo tanto Sa = Idy,.
(b)=(a). Por hipétesis tenemos el siguiente diagrama conmutativo

M2 - N

R

M

Por el corolario anterior N = Im « @ Ker 5. Ademés « es mono ya que Idy; es
mono. O

Corolario 3.2.13. Son equivalentes para v : N — L:
(a) v es epi y se escinde.

(b) Eziste § : L — N tal que vd = Idy,.
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3.3. Swucesiones Exactas

Definicién 3.3.1. Una sucesion ezacta de R-médulos, es una sucesion de R-

morfismos

M, f1 M, f2 Mj fi Mj+1

tal que Ker f;11 = Im f; para todo i > 0. Si la sucesién

0 A B C 0

es exacta decimos que es una sucesion exacta corta.
Observacion 3.3.2. Sea

f g

0 A B C 0

una sucesién exacta corta. Entonces:
1. f es un monomorfismo.
2. g es un epimorfismo.

Lema 3.3.3. Sea

Al . p_9. ¢

1! g
A/ B/ Cl
conmutativo y con renglones exactos.
1. Siv,a, f' son monomorfismos, entonces 3 es monomorfismo.
2. Sia,7y,g son epimorfismos, entonces 3 es epi.
3. Si B es monomorfismo y a, g epimorfismos, entonces vy es monomorfismo.

4. Si B es epimorfismo y f',y monomorfismos, entonces o es epi.

Demostracion. 1. Sea b € B tal que 8(b) = 0. Como el diagrama es conmu-
tativo entonces v(g(b)) = 0 pero v es monomorfismo entonces g(b) = 0, i.e.
b € Ker g = Im f. Entonces existe a € A tal que f(a) = b. Por la conmutatividad
del diagrama f’(a(a)) = B(f(a)) = B(b) = 0 pero o y f’ son monomorfismos,
asi que a =0y f(a) =0. Por lo tanto b= 0y ( es un monomorfismo.

2. Sea x € B’ y tomemos ¢'(z) € C’. Como + es sobre existe ¢ € C tal que
~v(c) = ¢'(x) y como g también es sobre existe b € B tal que g(b) = c. Entonces
v(g(b)) = ¢'(x) = ¢’'(B8(b)) va que el diagrama conmuta. Tomemos x—3(b) € B'.
Entonces ¢'(z — (b)) = 0, es decir, x — 5(b) € Ker g’ = Im f’ por lo que existe
w € A’ tal que f'(w) = z—B(b). Como « es sobre existe a € A tal que a(a) = w,
lo que implica B3(f(a)) = f'(a(a)) = f'(w) = x — B(b). Tomemos f(a) +b € B.
Ast B(f(a) +b) = B(f(a)) + 8(b) = = — B(b) + B(b) = z. Por lo tanto S es un
epimorfismo.

3. Sea ¢ € C tal que y(c) = 0. Como ¢ es sobre existe b € B tal que g(b) = ¢,
entonces ¢’'(5(b)) = v(g(b)) = 0 lo que implica que B(b) € Kerg’ = Im f’.
Asi que existe x € A’ tal que f'(z) = B(b). Como « es sobre existe a € A
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tal que a(a) = z y asi f'(a(a)) = B8(f(a)) = B(b) pero [ es monomorfismo,
entonces f(a) = b. Entonces, 0 = g(f(a)) = g(b) = ¢ y por lo tanto v es un
monomorfismo.

4. Sea x € A’. Entonces ¢'(f'(x)) = 0. Como  es sobre existe b € B tal que
Bb) = f'(z). Ast y(g(b)) = ¢g'(B(b)) = ¢'(f'(x)) = 0 pero v es monomorfismo,
loque implica que g(b) = 0, es decir, b € Kerg = Im f. Entonces existe a € A
tal que f(a) = b, lo que implica que f'(a(a)) = A(f(a)) = B(b) = f'(z) pero

es monomorfismo as{ que a(a) = x. Por lo tanto « es un epimorfismo. O

Lema 3.3.4 (del quinto). Considere el siguiente diagrma conmutativo

A fi B f2 C f3 D fa E

4o b

A’ g1 B g2 od g3 D 94 )04

con renglones exactos.

1. Si « es epimorfismo y 3,6 monomorfismos, entonces vy es un monomor-
fismo.

2. Si e es monomorfismo y 5,0 son epimorfismos, entonces 7y es un epimor-
fismo.

3. Si € es monomorfismo, o epimorfismo y 3,0 isomorfismos, entonces vy es
un isomorfismo.

Demostracion. 1. Sea ¢ € C tal que y(c¢) = 0. Entonces d(f3(c)) = g3(v(c))
g3(0) = 0 pero § es monomorfismo asi que f3(c) = 0. Entonces ¢ € Ker f3
Im f5 por lo que existe b € B tal que f2(b) = c¢. Ahora, g2(8(b)) = v(f2(b)) =
~(c) = 0 entonces B(b) € Ker g = Im g;. Asi, existe x € A tal que g1 (x) = B(
Como « es epimorfismo existe a € A tal que a(a) = 2. Tenemos que B(f1(a))
g1(a(a)) = g1(x) = B(b) pero S es monomorfismo, entonces fi(a) = b. Asi que
¢ = fa(b) = fa(f1(a)) =0y por lo tanto v es un monomorfismo.

2. Sea ¢ € C'. Entonces ¢4(g3(c’)) = 0. Como § es epimorfismo, existe
d € D tal que §(d) = g3(c'),Asi, e(fa(d)) = g1(6(d)) = ga(gs3(c’)) = 0 pero € es
monomorfismo, as{ que f4(d) =0 i.e. d € Ker fy = Im f5. Por lo tanto existe
¢ € C tal que fs(c) = d y se sigue que gs(+()) = (f3(c) = 6(d) = gs(c).
Entonces g3(¢’ — v(c)) = 0 ie. ¢ —v(c) € Kergs = Imgy por lo que existe
w € B’ tal que g2(w) = ¢’ —y(c). Como S es epimorfismo, existe b € B tal que
B(b) = w. Entonces y(f2(b)) = g2(8(b)) = g2(w) = ¢ —v(c¢). Tomando ¢+ f5(b)
tenemos que y(c+ fa(b)) = y(c) + v(f2(b)) = v(c) + ¢ —v(c) = ¢. Por lo tanto
~ es un epimorfismo.

3. Se sigue de 1 y 2. O

=

Corolario 3.3.5. Si tenemos el siguiente diagrama conmutativo

0 A B C 0
0 Al B’ c’ 0

con renglones exactos y se tiene que A =2 A" y C =2 (', entonces B = B’.
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Definicién 3.3.6. Decimos que la sucesiéon exacta corta

f g

0 A B C 0

se escinde si Im f = Ker g es un sumando directo de B.

Ejemplo 3.3.7. (1) Dada una suma directa M = N @ L siempre hay una
sucesion exacta corta candnica que se escinde:

0—>N—"sM-"sL >0

donde i : N — M es la inclusién canénica dada por i(n) = n+ 0y
m: M — L es la proyeccién canénica dada por w(n +1) = [.

(1) Sea K un campo y considere el anillo de matrices de 2 x 2 triangulares
inferiores con coeficientes en K, i.e.,

Considere la sucesién exacta corta

0= (2 LRE (K9 =0

donde f(29)=(39)yg(¢2) =(¢9). Entonces esta sucesion se escinde.
Las pruebas de las siguientes proposiciones se siguen de las definiciones.
Proposicién 3.3.8. Son equivalentes para un monomorfismo o : M — N:
(a) ¢ se escinde.
(b) La sucesion exacta 0 — M 5 N — Coker ¢ — 0 se escinde.
Proposicién 3.3.9. Son equivalentes para un epimorfismo ¢ : M — N:
(a) ¢ se escinde.

(b) La sucesion exacta 0 — Ker o — M 5 N — 0 se escinde.
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3.4. El grupo de R-morfismos Homp

Definicién 3.4.1. Dados gk M y g N R-médulos definimos Homp (M, N) :={f :
M — N | f es R — mor fismo}.

Lema 3.4.2. Sean M y N R-mddulos. Entonces Homg(M,N) es un grupo
abeliano.

Demostracion. Para f,g € Hompg(M, N) definimos su suma como el morfismo
f+9:M— N (f+g)(z)= f(z)+ g(x). Entonces f+ g € Homp(M,N) y se
tiene que (Hompg(M, N),+,0) es un grupo abeliano. O

Observacion 3.4.3. Dado f € Homg(M,N) y r € R, si consideramos rf : M —
N como (rf)(xz) = rf(x) no siempre se tiene que rf sea un R-morfismo ya que
para s € R, (rf)(sz) =rf(sz) = rsf(x) el cual es distinto de srf(z) = s(rf)(z)
si s # Ts.

Definicion 3.4.4. Sean Ry S anillos y M un grupo abeliano. Se dice que M es
un R-S-bimodulo (rMg) si M es un R-modulo izquierdo y M es un S-modulo
derecho tal que (rz)s = r(zs) para todo r € R, todo s € S'y todo x € M.

Ejemplo 3.4.5. (1) Un anillo R es un R-R-bimdédulo candnicamente con la
multiplicacién.

(11) Si R es un anillo conmutativo y M es un R-mddulo izquierdo, entonces
M es un R-R-bimddulo con la siguiente accion derecha: m - r = rm para
todo r € Ry todo m € M (Ejercicio [L.3)]14)).

(1) Sean n,¢ >0y K un campo. Entonces el grupo abeliano M,,x¢(K) es un
M, (K)-M;(K)-bimédulo con la multiplicacién de matrices.

Proposicion 3.4.6. Sea pMg un R-S-bimodulo y gN un R-mddulo. Entonces
Homp(M, N) es un S-mddulo izquierdo.

Demostracion. Sean M un R-S-bimodulo y que N es un R-modulo. Para cada
s € Sy f € Homgr(M,N), definimos sf : M — N como (sf)(x) = f(zs).
Entonces (sf)(rz +y) = f((re +y)s) = f(ras +ys) = f(ras) + f(ys) =
rf(zs) + f(ys) = r(sf)(z) + (sf)(y) por lo tanto sf € Hompg(M,N). Por lo
tanto s Hom(gMg,r N) es un S-modulo izquierdo. O

Teorema 3.4.7. Para todo R-modulo M, gpM = pHom(R, M).

Demostracion. Como R es un R-R-bimdédulo, Homp(R, M) es un R-modulo
izquierdo. Definimos p : M — Hompg (R, M) de la siguiente manera: dado m €
M, p(x) : R — M esta dado por p(m)(r) = rm para todo r € R. Veamos que p
es un R-morfismo. Sean r,s € Ry m,n € M. Entonces

plrm +n)(s) = s(rm +n) = srm + sn = p(m)(sr) + p(n)(s)

= (rp)(m)(s) + p(n)(s) = (rp(m) + p(n))(s)-
Ademds, si f € Hompg(R, M), tomando f(1) = z, se tiene que f(r) = f(rl) =
rf(1) = rx. Por lo tanto p es un epimorfismo. Ahora, si p(z) = 0, entonces
rez = p(x)(r) = 0 para todo r € R. En particular 0 = 1z = z. Por lo tanto p es

un monomorfismo. Entonces p es un isomorphismo. O
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Observacion 3.4.8. Para todo R-médulo M, el grupo Homp (M, M) es un anillo
no trivial, con multiplicacién la composicién si y solo si M # 0. A este anillo lo
llamamos el anillo de endomorfismos de M y lo denotamos por Endg(M).

Proposicién 3.4.9. Sean M y N R-mddulos simples. Entonces todo elemen-
to no cero de Hompg(M, N) es un isomorfismo. En particular, si S es simple,
Endg(S) es un anillo con division.

Demostracion. Supongamos que M y N son R-mdédulos simples, si o : M — N
es un R-morfismo y ¢ # 0 entonces Ker ¢ = 0 ya que Ker p < M. Por lo tanto
© es un monomorfismo. Ademds 0 # (M) < N, asi que ¢(M) = N. Esto
implica que ¢ es un epimorfismo. Por lo tanto ¢ es un isomorfismo. Se sigue que
el anillo de endomorfismos Endz(.S) de un R-médulo simple gS es un anillo con
division. O

Observacion 3.4.10. Notemos que si M es un R-mddulo tal que Endr(M) es
un anillo con divisién no implica que M sea un R-médulo simple. Para ver
esto, consideremos el Z-médulo Q el cual no es simple pero Endz(Q) = Q
(Ejercicid3.5|4).

Observacion 3.4.11. Por el Teorema [3.4.7, pR = Endr(R). Se puede ver que
este isomorfismo cumple que si f,g € Endgr(R) entonces p(fg) = p(g)p(f).
Dado un anillo R, se define el anillo opuesto de R, denotado R°P, como el anillo
con la misma suma que R pero con producto a -b = ba para todo a,b € R°P.
Asi, tenemos un isomorfismo de anillos R°? = Endg(R).

Proposicién 3.4.12. Sea 0 — A i) B % C — 0 una sucesion exacta corta Y
N cualquier R-mddulo. Entonces la sucesion

0 — Homp(C, N) % Homp(B, N) & Homp(A, N)
con f*(¢¥) =vf y g*(p) = @g, es una sucesion exacta de Z-mddulos.

Demostracion. Sea

f g

0 A B C 0

una sucesién exacta corta, apliquemos el funtor Hompg(_, V) a la sucesién

0 —— Homp(C, N) —~> Homp(B, N) ——> Hompz(A, N)

donde f* = Hompg(f,N) y g* = Hompg(g,N). Si g*(¢) = 0 entonces pg = 0.
Como g es sobre, ¢ = 0. Lo que implica que g* es monomorfismo. Sea ¢ € Ker f*,
i.e., of =0. Podemos definir ¢ : C'— N como (g(z)) = ¢(z) y asi ¢ = g*(¥).
Ahora si ¢ € Im g* se tiene que ¢ = g para algtin ¢ : C — N lo que implica
que ¢f =gf = 0. Por lo tanto Ker f* = Im g*. O

Proposicién 3.4.13. Sea 0 — A i> B % C — 0 una sucesion ezacta corta Y
M cualquier R-mddulo. Entonces la sucesion

0 — Hompg(M, A) &3 Homp(M, B) % Homg (M, C)

con f. () = fo y g«(¥) = g, es una sucesion exacta de Z-mddulos.
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Ejemplo 3.4.14. Sea n > 0. Considere la sucesién exacta canonica
0—-nZ>72>57,—0.
Por la Proposicién hay una secesién exacta
0 — Homp(Z,,nZ) > Homp(Z,,Z) ™5 Homg(Z,,, Zy,).

En este caso Homg(Z,,,Z) = 0 pero Homg(Z,,Z,) # 0 lo que implica que T,
no es suprayectiva.
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3.5. Ejercicios

1. Sean V' y W espacios vectorial sobre el campo K. Entonces f : V — W
es una transformacion lineal si y solo si f es un K-morfismo.

2. Demuestre el Lemma [B.1.8
3. Demuestre 1 y 2 de la Proposicién [3.1.15
4. Demuestre que Endz(Q) = Q (como anillos).
5. Sea n € Z. Demuestre que Endg(Z,,) = Z,, (como anillos).
6. Sea M un R-médulo y z,y € M. Demuestre que son equivalentes:
(a) Rx = Ry.
(b) (0:2)=(0:y).
7. Sim,n € Z son enteros no cero ;Cudntos Z-morfismos hay de Z,, a Z,,?

8. Sean K, L < M tales que M = K & L. Suponga que existen R-morfismos
w1 : K — Nygs: L — N.Demuestre que existe un tnico R-morfismo
¢: M — Ntalque ¢ [N=¢1 ¥ ¢ |L= p2.

9. Sean N,L < M. Demuestre que si N N L = 0 entonces M/N tiene un
submédulo isomorfo a L.

10. Demuestre el Corolario B.2.13]

11. Propiedad universal del nicleo. Sea ¢ : M — N un R-morfismo.
Suponga que existe 1 : M’ — M tal que ¢ = 0. Demuestre que existe un
tnico R-morfismo ¢ : M’ — Ker ¢ tal que i) = 1) donde i : Kerp — M
es la inclusién.

M/

7 -
7 0

~
Kercpc—>MT>N

12. Propiedad universal del contcleo. Sea ¢ : M — N un R-morfismo.
Suponga que existe ¥ : N — N’ tal que ¥p = 0. Demuestre que existe
un tnico R-morfismo ¢ : Coker ¢ — N’ tal que ¢ = 1 donde 7 : N —
Coker ¢ es la proyeccién canodnica.

ML>N*>>Cokerap

\J{w c
0 /'/w

N/

13. Demuestre la Observacién [3.3.2
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14. Lema del 3 x 3. Suponga que tiene el siguiente diagrama con columnas

exactas
0 0 0
0 A B C 0
0 A’ B’ c’ 0
0 A" B c” 0
0 0 0

Demuestre que si los dos renglones de arriba son exactos entonces el
renglon de abajo también lo es. Demuestre que si los dos renglones de
abajo son exactos, entonces el renglén de arriba también lo es.

15. Lema de la serpiente. Considere el siguiente diagrama con columnas
exactas y los dos renglones intermedios exactos

0 0 0
Ker f Kerg Kerh
0 Ao sp " ¢ 0
f g h
0 A g o 0
Coker f Coker g Coker h
0 0 0

Demuestre que hay una sucesion exacta

0— Ker f — Kerg — Kerh 2 Coker f — Coker g — Coker h — 0.

16. Sea 0 —» A% B % C — 0 una sucesion exacta corta. Demuestre que son
equivalentes:

(a) La sucesién se escinde.
(b) Existe un R-morfismo « : B — A tal que ap = Id 4.
(c¢) Existe un R-morfismo §: C — B tal que ¥8 = Idc.
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17.

18.

19.

20.

21.

22.

23.

24.

25.

(d) Existen R-morfismos a: B — A, §: C'— B tales que la sucesién

005 B% 450
es exacta corta y se cumple que ap = Ida vy ¥5 = Idc.
Sea R un anillo. Suponga que hay una sucesién exacta corta de R-modulos
0—+A—-B—R—0.
Demuestre que la sucesion se escinde.

Sean R y S anillos. Demuestre que si M es un R-mdédulo izquierdo y N
es un R-S-bimédulo, entonces Homp (M, N) es un S-mdédulo derecho.

Demuestre la Proposicién

Sean f: A — By g:B — C R-morfismos. Si para todo R-médulo M se
tiene que la sucesion

0 — > Hompg(C, M) — > Homp(B, M) ——~ Homp(A, M)
es exacta, demuestre que la sucesién

A—tl.p_?

C 0

es exacta.

Definicién: Sea R un anillo. Decimos que e € R es un idempotente si

6226.

Sea M un R-médulo y S = Endg(M). Demuestre que si e = e € S es un

idempotente, entonces M = eM @ (1 — e)M =Ime @ Im(1 — e).

Sea R un anillo y €2 = e € R un idempotente. Demuestre que eRe =
{ere | r € R} es un anillo con uno.

Sea M un R-médulo, S = Endg(M) y ¢ = e € S un idempotente.

~

Demueste que Endg(eM) = eSe.

Definicién. Sea M un R-médulo y N < M. Decimos que N es totalmente
invariante si p(N) C N para todo ¢ € Endr(M).

Considere un anillo R como R-mdédulo izquierdo. Demuestre que un submédu-

lo de R es totalmente invariante si y solo si es un ideal bilateral.

Sea M un R-médulo y {N;}; una familia de submédulos totalmente inva-
riantes de M. Demuestre que [),c; N; ¥ >, N; son totalmente invarian-
tes.
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26.

27.

28.

29.

CAPITULO 3. R-MORFISMOS

Sea M un R-médulo, N < M y {A4;}; una familia de submédulos de
M. Suponga que M = @, A;. Si N es totalmente invariante entonces
N=@,(NnA).

Sean M y N dos R-médulos. Considere los siguentes submédulos de M y
N respectivamente.

Rejpy(N) = n{Kergo | ¢ € Homp(N, M)}.

M (V) = 3 {e(M) | ¢ € Homp(M, N)}.

El primero es llamado el rechazo de N en M y el segundo la traza de
M en N. Demuestre que Rej,, (N) y Tr™ (N) son submédulos totalmente
invariantes de M y de N respectivamente.

Sea D un dominio entero y M un D-mdédulo. Demuestre que el submédulo
de torsién t(M) de M es totalmente invariante (Vea el Ejercicio [2.3120)).

Sean M y N dos D-médulos con D un dominio entero. Suponga que
t(M) =M y t(N) = 0. Demuestre que Homp (M, N) = 0.



Capitulo 4

Construcciones de modulos
con propiedades universales

4.1. Producto y Coproducto

Sea {M;};cr una familia de R-mdédulos izquierdos. Consideremos el producto
cartesiano de la familia

1M = {f:[—>UMi|f(i)eMi}.
I I

Dadas f,g € [[; M; podemos definir la funcién f+g¢ : I — |J; M; de la siguiente
manera;

(f+9)@) = f(i) +9(i) € M;
y dado r € R podemos definir la funcién rf : I — |J; M; de la siguiente manera:
(rf)(i) =rf(i) € M;.

Con estas operaciones []; M; es un R-médulo izquierdo (Ejercicio [4.4][T).

Dada una funcién f € []; M;, la podemos identificar con una sucesién de
elementos (z;); indicados en I tales que x; := f(i) € M;. Asi, las operaciones
en [[; M; quedan de la siguiente manera:

= (2)1 + ()1 = (wi +yi)1 para todo ()5, (yi)1 € [1; M.
» 7r(x;)7 == (ra;)r para todo (z;); € [[; M; y todo r € R.

Definicién 4.1.1. Sea (z;); € [[; M;. Definimos el soporte de (z;), denotado
sop((z;)r), como el subconjunto de I dado por

sop((zi)r) = {j € I | z; # 0}

Lema 4.1.2. Sea {M;}; una familia de R-mddulos. Considere el siguiente con-
Junto:

HMi = {(l‘i)l € HMi | sop((zi)r) es ﬁnit()} :
I ji
Entonces [[; M; es un submddulo de [], M;.

35
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Demostracion. Notemos que 0 = (0;); € [[; M; ya que sop((z;)r) = 0. Ahora
si ()1, (yi)1r € [1; M; entonces

J €sop((zi)r + (vi)1) & j € sop((z; +yi)r) & zj +y; #0

asl que z; # 0 o y; # 0, es decir, j € sop((z;)r) Usop((y;)r). Por lo tanto
sop((z;)r + (yi)r) es finito. Sir € Ry (z;)r € [[; M; entonces

J €sop(r(z;)r) © j € sop((ra;)r) & ra; #0
as{ que z; # 0, es decir, j € sop((z;)r) que es finito. O

Dada una familia de R-mddulos izquierdos {M;}, para cada j € I tenemos
un R-morfismo m; : [[, M; — M; al que llamamos la proyeccion candnica en
M; definido como 7;((z;)1) = z;.

Teorema 4.1.3 (Propiedad universal del producto). Sea {M;}; una familia de
R-médulos. Consideremos [, M; y las proyecciones canénicas {m;}r. Entonces
para todo R-mddulo C y toda familia de R-morfismo {~; : C — M;};, existe un
dnico R-morfismo v : C — [[; M; tal que myy = ~y; para todo i € I.

A /
v
| v

C

Demostracion. Supongamos que C' es un R-médulo y {v; : C' — M;}; es una
familia de R-morfismos. Definimos v : C' — [[; M; como v(c) = (vi(c))r. Asi,
para z,y € Cyr € R, y(rz +y) = (ulre +y))r = (ri(z) + 1)1 =
r(yvi(2)r + (vi(y))r = ry(x) + v(y). Por lo tanto v es un R-morfismo. Dada
jelI, mi(v(c)) = m((vilc))1) = ~v,(c) lo que implica que 7;v = ;. Por ultimo,
siy : C — [[{M,;}ier es un R-morfismo tal que ;7 = 7, para toda j € I
entonces 7, (7' (¢)) = v;(c) = mj(v(c)), asi que Vj € I la j-ésima coordenada de
v'(c) es la misma que la de y(c). Entonces 7/(c) = v(c) y por lo tantoy =~ O

Dada una familia de R-mdédulos izquierdos {M;}r, para cada j € I tenemos
un R-morfismo n; : M; — []; M; al que llamamos la inclusion candnica de M;
definido como 7;(z) = (Z;)1, donde (Z;)r es el elemento del producto (x;); tal
que x; =0 paratoda j# iy z; =xsi j =i.

Teorema 4.1.4 (Propiedad universal del coproducto). Sea {M;}; una familia
de R-mddulos. Consideremos []; M; y las inclusiones candnicas {n; } 1. Entonces
para todo R-mddulo B y toda familia de R-morfismos {a; : M; — B}y, existe
un dnico R-morfismo o : [[; M; — B tal que an; = oy para todo i € I.

Mj $H1 M;

|
x |«
’ ¥

M;
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Demostracion. Supongamos que {«; : M; — B} es una familia de R-morfismos.
Definimos « : [[; M; — B como a((z;)r) = Y _{ei(z;) | i € sop((z;)r)}. La su-
ma estd bien definida ya que sop((x;)r) es finito. Notemos que
a(r(@i)r + (yi)1) = a((re; + yi)r)
= Z{%‘(T!Ei + i) | i €sop((ra; +v:)1)}
= {oi(rz; +yi) | i € sop((ra;)) Usop((y:)1)}
=D {rai(xi) i € sop((@i))} + > _{ailyi) i € sop((yi)1)}
= ra((@:)1) + al(yi)1)-

Por lo tanto a es un R-morfismo. Para cada « € M; se tiene que an;(z) =
a((z5)r) = aj(zj) = aj(x). Por lo tanto an; = «; para toda j € I. Ahora
supongamos que existe o’ : [[,.; M; — B tal que o'n; = a; para todo i € I.
Notemos que, si (a;); € [[; M;, entonces (a;)r = > {(a;)r | i € sop((ai)r)} =
> {ni(a;) | i € sop((a;)r)}. Por lo que

o/((ai)r) = o' (Y- {(@)r |7 € sop((ai))})
= o (Y- {mai) | € sop((ai)1)})
= {a'ni(ai) | i € sop((ai)r)}
=Y {aila;) | i € sop((ai)1)}
= > {ami(as) | i € sop((a:)1)}
= o (D {m(a) |i € sop((ai)n)})
N

Por lo tanto o' = a. O

Proposicién 4.1.5. Sea {M;}1 una familia de R-mddulos. Entonces existen
submddulos M; < LI, M; para cada i € I tales que M; = M; y I, M; = EBI

Demostracion. Sea {M;}; una familia de R-mddulos. Consideremos [ [; M; con
las inclusiones canénicas n; : M; — ]_[I M;. Definimos M; := =n(M;) = {(Z)1|z; €
M;}. Como n; es inyectiva, M; ~ M. Notemos que cada (xi)r € [I{Mi}1 es
de la forma Zzésop(z, (1.1)1 = Zzesop(x )772( 2) asi que (ml)l € Zzesop (x4 )M C
ZIM Por lo tanto [T M; C ZIM Ahora, como cada M; < ]_[{M} ZIM -
1I{M,}. Por lo tanto ZIM LI, M;. Ademss, si (z;)r € M 0D iz M;, en-
tonces xj, = 0 para toda k # j y tambien z; = 0 ya que (z;)1 € >, ; M,. Asf
que (z;); = (0). Por lo tanto [], M; = EBIZ\Z O

En general se usa la notaciéon @, M; para el coproducto de la familia {M;};

y se le llama la suma directa de la familia. Si todo los médulos M; son iguales a
un médulo M se usa la notacién M) para el coproducto y M para el producto.

Proposicién 4.1.6. Sean {A;}r y {Bi}r dos familias de R-mddulos y {c; :
A; = B;}1 una familia de R-morfismos. Entonces:
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1. Eziste un dnico morfismo [[ay : [[; Ai = [1; Bi dado por [[a;((a;i)r) =
(afai))r-

2. Eziste un unico morfismo @ a; : @; A; — @, B; dado por @ o;((ai)r) =
(ci(ai))r-

Demostracion. 1. Sean 7 : [] ; Ai = A, las proyecciones canénicas. Entonces
para cada j € I tenemos un R-morfimso ajwf 1, 4 = B;.

=B
[I; Bi — B,

A
‘ T
!
Por la Propiedad universal del producto (Teorema [4.1.3)), existe un tnico
R-morfismo [[ o, : [[; Ai — [[; Bi que se calcula como
[T (@) = (aimi (@) ) = (ai(ai))r-

2. Sean 7P : B; — @ ; B; las inclusiones candnicas. Entonces para cada
j € I tenemos un R-morfismo nfozj tA; = @, B

A;j —J>EBIAZ-

\
l ‘
\

B; ? @I B;

J

Por la Propiedad universal de la suma direct (Teoremal4.1.4)), existe un inico
R-morfismo @; o; : @; Ai = @, B; que se calcula como

@%((%)1) = ZmBai(ai) = (ovi(ai))r.

O

Proposicién 4.1.7. Sea I un conjunto. Sea {0 — A; X B, By C; — 0} una
familia de sucesiones exactas en R-Mod. Entonces las sucesiones

OHHIAZ'E)HIBZ'%HIQ*)O

OH@IAZ'%@IBZ'%@IQ*)O'

son exactas.

Demostracion. Sea (a;)r € [[; A; tal que [, ai((a;)r) = 0, es decir, (o;(a;))r =
0. Note que por la Observacion [3.3.2] cada «; es inyectiva. Esto implica que
a; = 0 para todo i € I. Por lo tanto [[; ; es inyectiva. Por la unicidad de los
morfismos dados en la Proposién [1,; 811, ai = I1; Bicui. Por lo tanto,
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I1,; B:1l; @i =0, es decir, Im[[; a; € Ker[]; §;. Ahora sea (b;); € Ker[]; ;.
Entonces 0 = [, Bi((bi)1) = (Bi(bi))r. Esto implica que para cada j € I,
b; € Ker 3;. Asi, para cada j € I, existe a; € A; tal que a;(a;) = b;. Por lo tanto
[1; @i((a:)r) = (bi)1. Esto prueba que Im [ [, o; = Ker [, ;. Sea (¢;)r € [[; Ci-
Como B; : B; — C; es suprayectiva para cada i € I, existe b; € B; tal que
Bi(b;) = ¢; para toda ¢ € I. Por lo tanto [[; 8:;((b:)1) = (c;)1, es decir, []; 5; es
suprayectiva. Por lo tanto la sucesién de productos es exacta.

Que la sucesién de sumas directas es exacta, se prueba de manera similar

(Ejercicio [4.4118]). O

Proposicién 4.1.8. Sea {M;}; una familia de R-mddulos izquierdos y N un
R-mddulo. Entonces hay un isomorfismo de grupos abelianos:

Homp (EB MZ-,N> = HHomR(Mi,N).
I I

Demostracion. Sean 1; : M; — @; M; las inclusiones canénicas. Sea ¢ €
Homp (p; M;, N). Para cada i € I definimos el R-morfismo

o; : Homp (@ Mi,N> — Homp(M;, N)
I

como «;(p) = ¢n;. Por el Teorema existe un tnico R-morfimso

o : Homp <@ Mi,N> — [[Homg(M;, N)
I I

dado por a(p) = (ai(¢))r = (pn;)r. Veamos que « es un isomorfismo. Sean
¢, € Hompg (P Mi, N). Entonces a(p + 1) = ((¢ +¥)ni)r = (oni +mi)r =
(eni)1 + (WY1 = a(p) + a(y). Por lo tanto o es un morfismo de grupos abe-
lianos. Supongamos que a(p) = 0, that is, (pn;); = 0. Entonces ¢n; = 0 para
todo ¢ € I. Por el Ejercicio se sigue que ¢ = 0. Ahora sea (5;); €
[, Homg(M;, N). Entonces tenemos para cada i € I, 5; : M; — N. Por la
Propiedad universal de la suma directa (Teorema existe un tinico mor-
fismo S € Hompg (B; M;, N) tal que n; = f3; para todo ¢ € I. Por lo tanto
a(B) = (B;)1. Asi tenemos que « es un isomorfismo. O

Observacion 4.1.9. Por la prueba de la Proposicién se puede ver que dada
una familia de R-médulos {M;}; y un R-médulo N hay un R-morfismo

o : Homp <HM1-,N> — | [ Homp(M;, N).
I I

En general este R-morfismo no es un isomorfismo. Sea P el conjunto de todos los
nimeros primos. Si consideramos HpGIP’ Z, y Q entonces Homy, (Hpep Ly, Q) =+

0 pero HpeIP Homz(Z,,Q) = 0, es decir, & = 0 no es un isomorfismo.

Proposicién 4.1.10. Sea {N;}; una familia de R-mddulos izquierdos y M un
R-maodulo. Entonces hay un isomorfismo de grupos abelianos:

Homp (M, 11 N,-) = [ [ Hompg (M, Ny).
I I
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Ejemplo 4.1.11. En general, no es posible cambiar el producto directo en
la Proposicién por suma directa. Sea p un nimero primo y pongamos
M = @,,.( Zypn. Entonces

Homy, <M7 b an) # @) Homgz (M, Z,»).

n>0 n>0
Para ver esto, primero tomemos un morfismo ¢ : M — Z,» con n fijo. Entonces
p"p(m) = 0 para todo m € M. Ahora, dado (¢n)n>0 € @, Homz (M, Zyn)
podemos considerar k = méx{n € sop((¢n)n>0)}. Entonces p* (¢, )0 = 0. Es
decir, todo elemento de €, ., Homz (M, Z,») tiene orden finito. Por otro lado,
el morfismo identidad I'd : M — @, Zp» no tiene orden finito, ya que si k € Z

podemos encontrar £ > 0 tal que k < p’ y asi kld((l/p\z)nw) # 0.

Proposicion 4.1.12. 1. Sea R un anillo y spongamos que rRR = @; A; con
A; < rR. Entonces:

(1) Eziste un subconjunto finito Iy de I tal que RR =@, A;.

(11) Existen elementos e; € A; con i € Iy tales que para todo i,j € Iy se

. B _ e 1=y
tiene que A; = Re;, ZIO ei=1yee; = 0 i%j
En éste caso decimos que el conjunto de los e;'s es de idempotentes

ortogonales.

(1) Si cada A; es bilateral entonces los e;’'s estdn en el centro de R. En
este caso cada A; es un anillo con uno.

2. Siey,....en € R son idempotentes ortogonales tal que Y e; = 1 enton-
ces RR = @ Re;. Si ademds los e;'s son centrales entonces cada Re; es
bilateral.

Demostracion. 1.(I). Si rRR = @; A; entonces 1 = e;, + ... +¢;, con e;;, € Ay,
distintos de cero, asi que para todo r € R r = re;; + ... + re;, por lo tanto
r €y i ) Ai,. Entonces R = @), Aj;.

(IT). Tenemos que 1 = e; + ... + e, con e; € A;. Multiplicando por e;, se
tiene que e; = eje; + ... + epe;. Asi,

0 = ej — ejej = €j€1 + ..+ ejej,l + 6j6j+1 =+ ... + ejen.
Como cada eje; € A; y la suma es directa, cada sumando tiene que ser cero, es

(6)2 z ; j Ahora, sia; € A; entonces a; = aje1+...4aje, = aje;
asi que A; C Aje; C Re; C Aj. Por lo tanto A; = Re;.

(IIT). Sea r € R, tenemos que r = »_ re; = y_ e;r. Como A; es bilateral
rej,e;r € Aj. Lo que implica que re; = e;r. Por otro lado, si e; es central,
entonces Re; = e;Re; que es un anillo con unidad.

2. Como 1 = > e;, paratodor € R, r = > .re; € > Re;. Asi que gR =
> Re;. Supongamos que r € Re; N Zi# Re; entonces r = 1€, = Z#j rie;
lo que implica que re; = re;e; = Zi# rje;e;. Como los e)s son idempotentes
ortgonales r = re; = 0. Por lo tanto @ Re; = rR. Si cada e; es central (Re;)r =
Rre; C Re;. Por lo tanto Re; es ideal derecho. O

decir, e;je; =
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4.2. Producto Fibrado y Coproducto Fibrado

Considere el siguiente diagrama conmutativo de R-morfismos

[e3
.

A
|
Mw

—_—

Sy

S~
S

Definicién 4.2.1. 1. El par (p,a) es llamado el producto fibrado del par
(1, ) si para cualquier par (¢’,a/) con ¢’ : Y — M, o' : Y — B existe
un tnico 7: Y — A tal que ¢’ = p7y ¢/ = ar.

A—2=B

4 B

ML N

2. El par (¢, 8) es llamado el coproducto fibrado del par (p, ) si para cual-
quier par (¢/,3)con ¢’ : M — X, 8/ : B— X y /¢ = '« existe un
tnico o : N — X tal que ¢/ = o y B = of.

-~ B

Ao
|
ML

N

Proposicién 4.2.2. Sean M y N R-mddulos. Entonces el producto de M con
N junto con las proyecciones canonicas es el producto fibrado del par

M

I

Demostracion. Sean w1 : M X N — M y wo : M x N — N las proyecciones
canénicas. Es claro que 0y = Ome. Ahora, sia:Y - My ¢p:Y — N son R-
morfismos tales que 0 = Og. Por la propiedad universal del producto (Teorema
existe un tnico R-morfismo 7:Y — M X N tal que m7 = a y T = .
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Por lo tanto (71, m2) es el producto fibrado de (0,0).

Teorema 4.2.3. Tomemos el dngulo (1, )

B
|s
M —— N.
(4
Sea A :={(m,b) | m e M be Byypm)=p0b}ysanp: A—> M
y a : A — B definidos como p(m,b) = m y a(m,b) = b respectivamente.

Entonces (p,a) es el producto fibrado de (¢, ).

Demostracion. Tenemos que A < M @ By ¢ y « son las restricciones de las
proyecciones candnicas, asf que son R-morfismos. Sea Y un R-méduloy ¢’ : Y —
My o' : Y — B morfismos tales que Sa’ = 9¢’. Definimos 7 : Y — A como
7(y) = (¢’ (), (y)) € A ya que v’ = Ba’. Es claro que 7 es un R-morfismo.
Ahora, at(y) = a(¢'(y),a'(y) = o/'(y) vy ¢7(y) = ¢(¢'(y), ' (y)) = ¢'(y) asi
que at =o' y 1T = ¢,

Supongamos que tenemos 7" : Y — A tal que p7’ = ¢’ y at’ = /. Sea
(r—7")() = (1, b) entonces 0 = (7—7')(y) = p(m, b) = m y 0 = a(r—r)(y) =
a(m,b) = b. Como ¢ ni « son los morfismos 0 entonces (7 — 7')(y) = 0, por lo
tanto (1 —7') = 0. O

Teorema 4.2.4. Tomemos el dngulo (¢, @)

A—2-B

Sea N = (M & B)/U con U := {(p(a),—ala)) | a € A} y sean ¢ : M —
N y B : B — N definidos como ¢p(m) = (m,0) + U y 8(b) = (0,b) + U
respectivamente. Entonces (1, 8) es el coproducto fibrado de (p, ).

Demostracion. Denotemos (m,b) a la clase (m,b) + U en N. Es claro que U es
submédulo de M @ B y que ¢ y 8 son R-morfismos. Ahora ¥¢(a) = (¢(a),0) y
Ba(a) = (0,a(a)). Como (¢(a),0) — (0,a(a)) = (¢(a), —a(a)) € U, se tiene que
Yo = fa. Sea X un médulo y ¢’ : M — X y ' : B — X morfismos tales que
B'a = Y'¢. Definimos o : N — X como o((m,b)) = ¢'(m) + p'(b). Notemos
que o((p(a), —ala))) = ¢'¢(a) — f'a(a) = 0 ya que ¢'¢ = f'a. Por lo tanto o
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estd bien definida. Por otro lado, ot(m) = o((m,0)) = 9'(m) + £'(0) = ¢'(m)
v aB(b) = o((0,5)) = ¥/(0) + B'(b) = B'(b), icc. o0 = ' y 08 = 3.
Supongamos que tenemos ¢’ : N — X tal que ¢ = ¢’¢ y 8’ = o’ 5. Entonces
(c—d)YW=0y (c—0")8=0.Asi que 0 = (6 — o")p(m) = (o — o’)((m, 0))
y 0= (c—0")8(b) = (c —c')((0,b)) pero como {(m,0),(0,b) | m € M b € B}
generan N entonces (o — o’) = 0. O

Teorema 4.2.5. Sea (¢, 8) el coproducto fibrado de (¢, ). Entonces:

1. Si a es un monomorfismo (resp. epimorfismo), entonces 1 es monomor-
fismo (resp. epimorfismo).
Si ¢ es un monomorfismo (resp. epimorfismo), entonces B es monomor-
fismo (resp. epimorfismo).

2. Sea o un monomorfismo. Entonces Im 1 es un sumando directo de N si y
solo si existe k : B — M tal que ¢ = ka.

Demostracion. 1. Sea o un monomorfismo y ¢(m) = (m,0) = 0, entonces existe
un a € A tal que (m,0) = (p(a), —a(a)). Asi que a(a) = 0, lo que implica que
a = 0. Por lo tanto m = ¢(a) = 0. Si ¢ es un monomorfismo la prueba es simétri-
ca. Ahora supongamos que « es un epimorfismo. Sea (m,b) € N. Por hipdtesis
existe a € A tal que a(a) = b. Entonces (m + ¢(a),0)—(m,b) = (¢(a), —a(a)) =
0. Por lo tanto ¢¥(m + ¢(a)) = (m,b). Es decir, 1 es suprayectivo. Si ¢ es un
epimorfismo la prueba es simétrica.

2=-. Sean e un monomorfismo y supongamos que N = Im ¢¥@® Ny. Entonces
tambien es un monomorfismo, asi que 1 induce un isomorfismo g : M — Im .
Sea m : N — Im4) la proyeccién canénica. Definimos & := 1), L7B. Entonces
ra(a) = yg ' mhala) = g 'me(a) = vy 'w(p(a),0) = 9g ' (¢(a),0) = ¢(a).
Por lo tanto ka = ¢.

<. Sea K : B = M tal que koo = . Tomemos & : N — M como &((m, b)) =
m+ k(b). Como &(p(a), —a(a)) = p(a) — kala) = 0, € estd bien definido y es un
R-morfismo. Se tiene que {1(m) = &(m,0) = m, es decir, {&¢p = Idys. Entonces
por el Corolario [3.2.11}(3), N = Imv & Ker £. O

Teorema 4.2.6. Sea (v, a) el producto fibrado de (¢, 3). Entonces:

1. Si B es un epimorfismo (resp. monomorfismo), entonces ¢ es epimorfismo
(resp. monomorfismo).

Sip es un epimorfismo (resp. monomorfismo), entonces « es epimorfismo
(resp. monomorfismo).

2. Sea 1 un epimorfismo. Entonces Ker a es un sumando directo de A si y
solo si existe k : B — M tal que 8 = Yk.
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Proposicion 4.2.7. Sea 0 - K S M % N = 0 una sucesidn ezacta corta
y 8 : B — N un R-morfismo. Entonces hay un diagrama conmutativo con
renglones exactos

0 K—T1>A—%>B 0
0 K M N 0,
¢ ¥

tal que (v, ) es el producto fibrado de (8,1).

Demostracion. Tomemos el producto fibrado del par (8,1). Por la propiedad
universal del producto fibrado, existe un tunico R-morfismo 7 : K — A tal
que 7(k) = (£(k),0). Porlo tanto o7 = £ y ar = 0, lo que nos dice también
que Im7 C Kera. Sea (m,b) € A tal que a(m,b) = 0. Entonces b = 0. Esto
implica que ¥(m) = 0. Asi que existe k € K tal que £(k) = m. Por lo tanto,
7(k) = (£(m),0) = (m,b), y asif Kera = Im~7. Ahora si 7(k) = 0, es decir
(&(k),0) = (0,0), entonces &(k) = 0. Como & es inyectiva, k = 0. Por lo tanto 7
es un monomorfismo. Por el Teorema [£.2.6] a es un epimorfismo y por lo tanto
el renglén superior es exacto. O
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4.3. Producto Tensorial

Sea S un anillo y consideremos Ag un S-médulo derecho y sU un S-médulo
izquierdo. Consideremos A x U (como conjunto) y tomemos el Z-médulo F =
24U Sean {1 Z — F | (a,u) € A x U} las inclusiones canénicas. Para
cada (a,u) € A x U denotemos (a,u) = 1(q,,)(1) € F. Sea x = (2(q,u))Axv € F.
Entonces sop(x) = {(a1,u1), (a2, uz), ..., (@n, un)}. Denotemos z; = z(4, ,) Para
1<i<n. Asi

n n

T = Zn(ai,ui)(zi) = sz(ai,ui)(l) = Zzi(ai7ui)~
i=1

i=1 i=1

Maés atin, el conjunto {(a,u) € F' | (a,u) € AXU} = {n(q,u(1) | (a,u) € AxU}
es una base de F', es decir, es un conjunto linealmente independiente sobre Z y
genera a F' (Ejercicio . A F lo llamamos el Z-médulo (o grupo abeliano)
libre con base A x U.

Definimos los siguientes subconjuntos de F:

Dy = {(a1 + az,u) — (a1,u) — (az,u) | ar,a2 € Aue U}
Dy ={(a,u1 + uz) — (a,u1) — (a,u2) | a € Auq,us € U}
T = {(as,u) — (a,su) |lac AuecUseS}
Tomamos el submédulo generado por estos subconjuntos
K=(DiUD,UT)< F

Definiciéon 4.3.1. Sean S un anillo, Ag un S-médulo derecho y U un S-
modulo izquierdo. Consideremos F' 'y K como arriba. El producto tensorial de
A con U (sobre S) es el grupo abeliano A ®g U := F/K.

Observacion 4.3.2. Dado un bésico (a,u) € F, a su clase de equivalencia en
A ®g U la denotamos a ® u. Un elemento en F' es una suma finita Y z;(a;, u;)
con z; € Z, por lo que los elementos de A ®g U son sumas finitas de la forma
> zia; ® u;. Por lo tanto, el conjunto {a @ u|a € Au € U} genera a A®g U.

Proposicion 4.3.3. Sean a,a1,a2 € A, u,ui,us € U y s € S. Entonces:
1. (a1 +a2) @u= (a1 ®u) + (az @ u)

a® (u1 +uz) =(a®@ui) + (a @ usg)

as@u=a® su

0®u=0=a®0

—(a®u)=(—a)@u=a® (—u)

S Gt e e

Para todo z € Z, z(a®@u) = (za) @u = a ® zu

Demostracion. 1. Notemos que (a1 + a2) @ u — (a1 @ u) + (a2 ® u) = 0 ya
que (a1 + ag,u) — (a1,u) — (ag,u) € K. Analogamente se tienen 2 y 3. Los
incisos 4 y & los dejamos como ejercicio 4.415] Para 6, si z > 0, entonces
zla®@u)=(a®@u)+ (a®@u)+ -+ (a ®u) (z veces). Aplicando 1, obtenemos
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(a+a+---+a)@u = (za) ®u. Si aplicamos 2, obtenemos a® (u+u+---+u) =
a ® (zu). Ahora si z < 0, entonces —z > 0 y asi

zZla®u)=—(—z2(a®u)) =—(—2a) @u = (za) ®u
2(a®u) = —(—2(@®u)) = —(a® (—zu)) = a® (zu)
por el inciso 4. O

Ejemplo 4.3.4. Sea 0 # n € Z. Consideremos los Z-médulos Z,, Q y el
producto tensorial Z,, ®7 Q sobre Z. Entonces

n 1 1 1
a®q=a®(gq) =a® (n<n>q> zan®(nq> :0®(HQ> =
Por lo tanto Z,, @z Q = 0.

Definicion 4.3.5. Sean Ags un S-mddulo derecho, U un S-médulo izquierdo
y M un grupo abeliano. Una funcién ¢ : A x U — M es biaditiva si

plar +az,u) = p(ar,u) + ¢(az,u)
pla, ur +u2) = ¢(a,u1) + ¢(a, uz).
Decimos que ¢ es S-tensorial si ademas
o(as,u) = ¢(a, su).

Dados Ag un S-médulo derecho y U un S-médulo izquierdo, podemos
considerar la siguiente funcién

AxU s> F "5 AggU:=F/K

donde ¢ es la inclusién de la base y 7 es la proyeccién canénica. Denotemos a
esta composicién por 7: Ax U - A®g U.

Proposicion 4.3.6. Sean Ag un S-mddulo derecho y sU un S-mddulo izquier-
do. Entonces 7 : AxU — A®gU es S-tensorial. Ademds, para todo Z-morfismo
A ARg U — M la funcion A\t también es S-tensorial.

Demostracion. Veamos que 7 es S-tensorial. Sean a,b € A, u,v € Uy s € S.
Entonces

T(a+bu)=(a+bd)@u=au+bRu=r"1(a,u) + 7(b,u)

por la Proposicién De la misma manera 7(a,u + v) = 7(a,u) + 7(a,v).
Ahora,
T(as,u) =as@u=a® su=T1(a,su)

por la Proposicién El resto de la prueba se deja como ejercicio. O

Dados Ag un S-médulo derecho, gU un S-médulo izquierdo y M un gru-
po abeliano, denotemos por Tensg(A x U, M) a la coleccién de funciones S-
tensoriales.
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Proposicién 4.3.7. Sean Ag un S-mddulo derecho, sU un S-mddulo izquierdo
y M un grupo abeliano. Entonces, Tensg(A x U, M) es un Z-mddulo. Ademds,
hay un isomorfismo

Tenss(A x U, M) =2 Homz (A ®s U, M)
de Z-mddulos.

Demostracion. Dados A, ¢ € Tensg(AxU, M), definimos (A4+¢)(a,u) = A(a, u)+
¢(a,u). Claramente esta operacién hace a Tensg(A x U, M) un grupo abeliano.
Definimos ® : Homz(A ®g U, M) — Tensg(A x U, M) como ®(A) = A7 la
cual estd bien definida por la Proposicic’) Sean \, ¢ € Homy (A ®¢ U, M).
Entonces

A+ O)(a,u) = A+ O7(a,u) = (A+ (@@ u) = AMa®@u) +((a®@u)

= A (a,u) + (7(a,u) = ®(A)(a, u) + 2(()(a, u).

Supongamos que ®(A\) = 0, es decir, 0 = ®(\)(a,u) = A7v(a,u) para to-
do (a,u) € AxU. Asi A\> (a; @ w;)) = Y (A(ai,u;)) = 0. Por lo tanto
A = 0, es decir, ® es inyectiva. Sea ¢ € Tensg(A x U,M). Como A x U
es base de F' entonces existe un tnico Z-morfismo p : F' — M, dado como
? (>, zilas, ) = Yoi, zip(ai, u;). Ahora, como ¢ es S-tensorial se tiene
que K C Ker ¢ (Definicién , lo que implica que existe A : A®s U — M
tal que Am = . Por lo tanto A7 = ¢ y asi ® es suprayectiva.

AXUC— s F T ARqU

7
i Jdo ~ _ -
7] s —
773X
ﬁ/

M

Por lo tanto ® es un isomorfismo. O

Corolario 4.3.8 (Propiedad universal del producto tensorial). Sean Ag un S-
mddulo derecho, sU un S-maodulo izquierdo y M un grupo abeliano. Dada una
funcion S-tensorial p : Ax U — M, existe un unico Z-morfismo A : T — M tal
que A\T = ¢, donde T es la funcion de la Proposicion[{.3.6,

AXUTﬂzT
e
e
Wl #/3!,\
M

Demostracion. La prueba se sigue de la Proposicién [£:3.7] O

Proposicién 4.3.9. Dados Ag, Bs, sU y sV S-mddulos, « € Homg(A, B) y
1 € Homg (U, V) existe un tnico Z-morfismo a @ u: AQsU — B®gV tal que
(a®p)(a®u) = ala) @ p(u)

Demostracion. Sean Ag, Bg, sU y sV S-médulos, o € Homg(A,B) y p €
Homg(U, V). Entonces la funcién ¢ : Ax U — B®gV definida como ¢(a,u) =
a(a) ® p(u) es S-tensorial (Ejercicio [£.4]I7). Por lo tanto existe un tnico mor-
fismoa®pu: ARs U - B®g V. O
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Proposicion 4.3.10. Sean Ag, Bs, Cs, sU, sVy sW S-mddulos, & € Homg (A, B),
€ Homg (U, V), B € Homg(B,C) y v € Homg(V,W). Entonces

1. Ida ® Idy = Idaggu-

2. (Bev)(a®p) =Bavpu.

3. Sia y p son isomorfismos entonces a ® p es isomorfismo.
Demostracion. Ejercicio [4.4 O

Proposicion 4.3.11. Sean Ags y sU S-maodulos. Supongamos que ademds pA
es un R-S-bimddulo. Entonces A ®@g U es un R-mddulo izquierdo.

Demostracion. Seanr € Ry Y. a; ® u; € A®g U. Definimos

r (Zm@ui) = Zraﬂg)u,;.

Sir1,7r2 € R, entonces

1 (7‘2 (Z a; ® ul)) =7 (Z roa; ® ul) = Zrlrgai@)ui = (rqre) (Z a; ®ui> .

Ademas,

(r1 4+ 72) (Z a; ® uz) = (Z(Tl +72)a; ®Uz‘) = Z(ﬁai + 120;) ® u;
= Zhai@ui-i-ZrQai@ui =7 (Zai@)ui) + 7o (Zai ®ui>

Es claro que r (3 a; @ u; + Y a; ®@u;) =r (O a; Qus) +r (D a; @u;) y que

Observacion 4.3.12. De forma anéloga a la proposicién anterior si gUr es un S-
T-bimédulo entonces A ®g U tienen estructura de T-médulo derecho (Ejercicio

A[T).

Proposiciéon 4.3.13. Sean R y S anillos. Consideremos los mdédulos gAs, sU
yrM. Sip: AxU — M es una funcién S-tensorial tal que o(ra,u) = rp(a,u)
para todo v € R entonces existe un unico R-morfismo X\ : A®s U — M tal que
AT = .

Demostracion. Por la propiedad universal del producto tensorial (Corolario
4.3.8) existe un tnico Z-morfismo A : A ®s U — M tal que A\t = ¢. Aho-
ra,sear € Ry > a; ®u; € A®g U. Entonces

A (rZai & ui) = (Z ra; ul) = Z@(Taivui) = Z (ro(aq,u;))
— nga(ai,ui) =7\ (Zai ®ui> .

O

Teorema 4.3.14. Para todo S-mddulo izquierdo U se tiene que g(S ®g U) =
sU.
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Demostracion. Definimos ¢ : S x U — U como ¢(s,u) = su la cual es S-
tensorial. Ademds ¢(ss’,u) = (ss’)u = s(s'u). Por la Proposicién [4.3.13] existe
un unico S-morfismo A : S ®g U — U definido como

A (Z S ®ui) = Zszul

Si u € U, entonces A(1 ® u) = u. Por lo tanto A es sobre. Si A (> s; ® u;) =0,
entonces Y s;u; = 0. Asi que

Por lo tanto A es inyectiva. O

Observacion 4.3.15. De forma andloga a la proposicién anterior, si tenemos Ag
un S-moédulo derecho, entonces A ®g S = Ag.

Proposicion 4.3.16. FEl producto tensorial es asociativo, es decir,
(AQr M) s U 2 A®gr (M ®sU)
para modulos Ar, rRMgs y sU.
Demostracion. Sea ug € U. Definimos la funcién
Gug :AXM = A®r (M ®sU)

como
Pup(a,m) =a® (m Q ug)

Se puede ver facilmente que estd funcién es R-tensorial. Por lo tanto existe
un tnico morfismo A, : A®r M — A®p (M ®g U) el cual se calcula como
Aug O a; @my) =" a; @ (m; @ up). Ahora definimos la funcién

V:(AQr M) x U — A®r (M ®s U)

como
(0 (Z(ai ®mi),u) =\ (Z a; ® m,») )

La funcién 1) es S-tensorial, asi que existe un inico morfismo ¢ : (A ®r M) ®g
U— A®g (M ®g U) definido como

¢ (Z(ai ®m;) ® u) = Zai ® (m; ® u;).

De forma andloga podemos construir el inverso de (.
O

Proposicion 4.3.17. Sea {A;}1 una familia de S-mddulos derechos y sea {U;} s
una familia de S-mddulos izquierdos. Entonces

(@) (9) @900
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Demostracion. Sean v; : Ay — @, A y nj : Uy — @, Uj las inclusiones canéni-
cas. Pongamos A = @, A; y U = @, U;. Definimos la siguiente funciéon S-
tensorial

@:AXU—)@(A,W}@U)
I

como
o((ai)r,u) = (a; @ u)r.
Entonces existe un tnico morfismo A : AQ U — @, (A; @ U) definido como

A(ai)r @ u) = (a; © ).
Ahora para cada ¢ € I, usando la funcién S-tensorial definida como
(@i, (uj)s) = vi(as) @ (uj)s

tenemos un unico morfismo \; : A; ®s U =+ A®g U. Por la propiedad universal
de la suma directa (Teorema [4.1.4)), existe un inico morfismo

(P Ai@sU) = Aos U
1

dado por

(@i @u)r) =Y (uilai) @ u).

T
Sea > ((a;,)1)r ® u € A®g U. Entonces

A t@nr @) =¢ (3 (@, @ w))
- ZZ%(%) Qu= Z((aik)z)k ®u.

Por lo tanto (A = Idagsu. Por otro lado, si (a; ®u); € @, (A; ®s U) entonces

A ((a; @u)r) = A <Z(Ai(ai) ® u)) = Z A(ei(a;) @ w)

I
— Z'u,i(ai (24 U) = (ai & U)I
I

donde p; : A; ®s U — @, (A; @5 U) es la inclusién canénica. Por lo tanto A es
un isomorfimo. De la misma forma se puede ver que para cada i € [

405U =P (Ai@sUj).
J
Por lo tanto
PPUiesU) =AU
I J
m

En general el producto tensorial no conmuta con productos directos como
se puede ver en el siguiente ejemplo.
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Ejemplo 4.3.18. Sea P es conjunto de nimeros primos y consideremos [ |
Por el Ejercicio existe un tnico Z-morfismo

Q®z HZ;D*)HQ@ZZP'

peP peP

PE]P’

Por el Ejemplo [£:3:4] el codominio de esta funcién es 0. Veamos que el dominio
no es 0. Por el Ejercicio hay un monomorfimo ¢ : Z — HpelP’ Z,. Afirmamos
que

Idg® ¢:Q®zZ— Q®z [[ 2
peP

es un monomorfismo. Sea Zz 1 b L@n,; € QRzZ tal que Idp®yp (Zz 1 b L ® nz> =
0, es decir, ZZ 1 & ®¢(n;) = 0. Entonces

donde [1],, es la clase de 1 médulo p € P. Existen enteros no cero, c1, ..., ¢; tales
que

' ¢
Z % p)P = Z cia; @n;([1p)p = Z 1@ ciain;([1]p)p
p i=1

14 4 4
= Z 1 ® ([ciaini]p)p = Z 1 ® gp(ciaini) =1 X %) (Z ciami> .
i=1

=1 i=1

Por el Teorema |4.3.14] esto implica que ¢ (Zle c,;aim) =0¢ HpeIP Z,,. Como

‘ oL
¢ es un monomorfismo, Y ., c;a;n; = 0 € Z. Tomando el elemento inicial y
usando el isomorfismo dado por el Teorema [£:3.14] obtenemos que

J4

¢
ZZ— anl@)nz»—)Zczaml—O

=1 =1

Por lo tanto Zf 1 b Lt ®@n; =0y asi Idg ® ¢ es un monomorfismo. Esto implica
que Q®z [[cp Zp 0.
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4.4.

10.

11.

12.
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Ejercicios

. Pruebe que el producto de una familia de R-mddulos izquierdos es un

R-modulo izquierdos.

Sea P el conjunto de nimeros primos. Demuestre que hay un monomor-

fismo ¢ : Z = [[cp Zp

(Existe un monomorfismo ¢ : Z — EBpeP

Sea ¢ : M — [[; N; un R-morfismo. Demuestre que si m;¢ = 0 para
todo i € I, entonces ¢ = 0, donde 7; : [[; N; — N son las proyecciones
canonicas.

Sea ¢ : @; M; - N un R-morfismo. Demuestre que si ¢n; = 0 para
todo ¢ € I, entonces ¢ = 0, donde n; : M; — @I M; son las inclusiones
candnicas.

Sea {M;}; una familia de R-mddulos y para cada ¢ € I tomemos un
submédulo N; < M;. Demuestre que

@M/N @I

Sean M y N dos R-médulos finitamente generados. Demuestre que M & N
es finitamente generado. Concluya que si {M;, Ma, ..., M, } es una familia
finita de R-médulos finitamente generados, entonces @), M; es finita-
mente generado.

Complete la prueba de la Proposicién
Demuestre la Proposicion

Sean L, N < M. Consideremos las inclusiones canénicas ¢ : L — M y
j : N — M. Demuestre que el producto fibrado del par (,7) estd dado
por LN N y su respectiva inclusién en L y N.

Sean M y N R-modulos. Demuestre que la suma directa M & N con sus
inclusiones candnicas es el coproducto fibrado del siguiente angulo:

0——M

|

N

Sea 0 — A% B 5% € — 0 una sucesién exacta corta yo:A— M un R-
morfismo. Demuestre que el coproducto fibrado (¥, 5) de (¢, @) determina
el siguiente diagrama conmutativo con renglones exactos

0 A—“sp_‘.¢C 0
S ]
0 M N C 0.
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13. Demuestre el Teorema [4.2.6]

14. Demuestre que el conjunto {(a,u) € F | (a,u) € A X U} = {nau)(1) |
(a,u) € A x U}, dado al inicio de la Seccién es una base de F.

15. Complete la prueba de la Proposicién 4.3.3
16. Complete la prueba de la Proposicién 4.3.6

17. Sean Ag, Bg, sU y sV S-médulos, o € Homg(A, B) y € Homg(U, V).
Demuestre que la funcién ¢ : A x U — B ®g V definida como ¢(a,u) =
ala) ® p(u) es S-tensorial.

18. Demuestre la Proposicion
19. Demuestre la Proposicion

20. Sea Ng un S-médulo derecho y {M;}; una familia de S-mdédulos izquier-
dos. Demuestre que existe un tinico Z-morfismo

N ®g HMz —>HN®sMi.
I I

21. Sean p,q € P. Demuestre que Z, ®z Z, # 0 si y solo si p = q.
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Capitulo 5

Modulos semisimples y el
Radical

5.1. Submoéddulos esenciales y superfluos

5.1.1. Submddulos esenciales

Definicién 5.1.1. Sea M un médulo y N < M. Un pseudocomplemento (p.c.)
de N en M es un submodulo L < M que es méaximo con la propiedad de
NNL=0.

Proposicién 5.1.2. Sea M un modulo y N < M. Entonces N tiene pseudo-
complementos en M.

Demostracion. Sea A ={L <M |LNN =0}, A+#0yaque {0} € A, ademds
(A, C) es un COPO. Si C es una cadena en A, entonces | JC es una cota superior
de C. Sea x € NN|JC. Entonces z € N y existe L € C tal que € L lo que
implica que z € NN L = 0. As{ que z = 0. Por lo tanto |JC € A. Por el Lema
de Zorn A tiene maximos. O

Definicién 5.1.3. Sea N < M. Decimos que N es esencial en M (N <. M)
si siempre que NN L = 0 con L < M se tiene que L = 0, equivalentemente si
0# L < M entonces NN L #0.

Ejemplo 5.1.4. 1. En Z si n.m # 0 entonces ZmNZn = Z[m;n] # 0 donde
[m;n] denota el minimo comdn multiplo. Por lo tanto todo 0 # Zn es
esencial en Z.

2. Sea p € Py n > 0. Entonces todo submédulo no cero de Zjy,» es esencial.
Proposicion 5.1.5. Son equivalentes para N < M :
(a) N<. M
(b) Para todo 0 # m € M, existe r € R tal que 0 #rm € N

Demostracion. (a)=-(b) Sea 0 # m € M. Entonces 0 # Rm < M. Como N es
esencial, Rm N N # 0 asi que existe r € R tal que 0 #rm € N.

(b)=(a) Sea 0 # L < M y 0 # | € L. Por hipétesis existe r € R tal que
0 #rl € N. Entonces rl € NN Ly por lo tanto N <, M. O

%)
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Proposiciéon 5.1.6. Sea M un modulo y N < M. SiU es un p.c. de N en M
entonces N U <, M

Demostracion. Sea L < M tal que (N @U)NL = 0. En particular NNL =0y
LNU =0. Tomemos n € NN (U@ L). Entonces n =u+1lconuec U yle L.
Asi I = n — u lo que implica que | = 0. Entonces n = u, es decir, n € U N N.
Por lo tanto n = 0. Por la maximalidad de U, U + L = U. Entonces L =0 y
por lo tanto U & N <., M. O

Lema 5.1.7. 1. SSA<B<M<N yA<,N entonces B<, M.
2. Si{A;}, con A; <. M entonces (;_; Ai <c M
3. 8iB<.N ygp:M— N entonces p~(B) <. M.

Demostracion. 1.SiU < My BNU = 0 entonces ANU = 0. ComoU < M < N
y A <. N entonces U = 0.

2. Por induccién. Si n = 1 es claro. Supongamos que vale para n > 1 i.e.,
NP A <o M. Sea U < M tal que (N[, A)NU = 0. Asi 0 = (NI 4N
A,) NU. Por hipétesis de induccién se tiene que A, NU = 0, pero 4,, <. M.
Por lo tanto U = 0.

3. Sea U < M tal que ¢ 1(B)NU = 0. Si p(U) N B # 0 entonces existe
b€ Btal que b= p(u) p.a. 0 £u € U. Asi u € p~}(B)NU = 0. Por lo tanto
o(B)NU = 0. Como B <. N, ¢(U) = 0 lo que implica que U C Kery C
e H0) C e Y(B). AsiU = o 1 (B)NU =0y por lo tanto ¢~ }(B) <. M. O

Proposicién 5.1.8. Supongamos que M =Y ; M; con M; < M. Si A; <. M;
y>. A =@, Ai, entonces ;A <e M y Y, M; =, M,.

Demostracion. Para cada m € M tenemos que m = m;, + .. +my, con m;; €
M;;. Hagamos el caso para dos submédulos, es decir, supongamos que m =
my+mo con 0 £ my € My 0 # mg € My y que Ay <, My Ay <, My y
Ay + Ay = A; @ A,. Entonces existe 0 # r € R tal que 0 # rmy € A; por
la Proposicién Si rmo = 0, entonces rm = rmqy y asi rm € A; @ Ay. Si
rmg # 0 entonces existe s € R tal que 0 # srmg € A,. Por lo tanto srm =
srmi+srmsy € A1 @ As. Lo que implica que A1 B As <. M. Para el caso general,
como cada m € M se escribe como una suma finita, por induccién tenemos que
P, Ai <. M. Ahora, supongamos que m; = my + ... + m;_y con m; € M;.
Entonces existe 0 # r € R tal que 0 # r(mq + -+ +m;—1) € Ay + -+ A;_1.
Asirm; € M;N(A1®---DA;_1). Entonces, existe 0 # s € R tal que 0 # srm; €
A; lo que implica que srm; € A; NAL & ---® A;_;. Asi srm; = 0 que es una
contradiccion. Por lo tanto m; = 0. Esto implica que ), M; = @, M. O

Corolario 5.1.9. Si M = @; M; con A, <. M; < M, entonces » ;A; =
P, Ay P, A <c M.

Demostracion. Como Y, M; = @; M; y A; < M, entonces Y _; A; = €@, A; por
lo que estamos en las hipdtesis de la Proposicién Por lo tanto €@, A; <.
M. O]

Corolario 5.1.10. Sea M = ; M; y B < M. Son equivalentes:

(a) BNM; <. M; para cada i € I;
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(b) B,(BNM;) <. M;
(c) B<. M

Demostracion. (a)=-(b). Se tiene por el Corolario

(b)=(c). Para cada i € I, BN M; C B asi que @ (BN M;) C BC M. Por
lo tanto B <, M.

(¢c)=>(a). Tomemos 0 # m,; € M;, entonces existe 0 # r € R tal que 0 #
rm; € By asi rm; € BN M,. Por lo tanto BN M; <. M. O

Observacion 5.1.11. Dados L, N < M tales que NN L = 0 entonces, siguiendo la
prueba de la Proposicién [6.1.2] se puede ver que N tiene pseudocomplementos
en M que contienen a L.

Definicién 5.1.12. Sean L, N < M. Decimos que L es eztension esencial de
N si N <, L. Si L es maximo con esta propiedad entonces L es una extension
esencial mdzima.

Proposicion 5.1.13. Si N < M yU un p.c. de N en M yV un p.c. de U en
M que incluye a N, entonces N <,V yV es extension esencial mdxima.

Demostracion. Sea L <V tal que LN N = 0. Entonces
NNU+L)=(NnV)N(U+L)=NNn{VnNn({U+1L))

Como L C V|, por la ley modular NN (VN({U+L))=Nn(L+(VNU)) =
NNL = 0. Por hipétesis, U es maximo tal que UNN =0 asique U+ L =U lo
que implica L CU. Como L CV y UNV =0 se tiene que L = 0. Por lo tanto
N <. V. Ademss, si V! < M es tal que V C V', la maximidad de V se tiene
que V'NU # 0, pero (V' NU)NN =V'Nn({UNN)=0. Por lo tanto N no es
esencial en V. O

Observacion 5.1.14. Sea N < M. Si U es un p.c. de N en M, V un p.c. de U
en M que incluye a N y W es un p.c. de V' que incluye a U entonces W = U.

Definicién 5.1.15. Un submddulo N < M se llama esencialmente cerrado (o

simplemente cerrado) en M si no tiene extenciones esenciales distintas de N en
M.

Teorema 5.1.16. La coleccion de los submddulos de M que son p.c. en M son
exactamente los submddulos cerrados de M.

Demostracion. Si N es un p.c. en M entonces existe L < M tal que N es p.c.
de L en M. Supongamos que N <. N’. Por ser N p.c., se tiene que N'N L # 0.
Como N <, N', 0 # NN (LN N'). Lo que implica que 0 # N N L. Esto es
una contradiccion y por lo tanto N es cerrado. Reciprocamente si N no tiene
extenciones esenciales distintas de N dentro de M, entonces N es un p.c. de un
p-c. de él. O

Proposicién 5.1.17. Sean A, B < M tales que AN B = 0. Entonces B es un
p.c. de A en M siy sélo st (A+ B)/B <. M/B.
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Demostracion. =. Supongamos que ((A+ B)/B) N (U/B) = 0. Entonces (A +
B)NU = B pero (A+B)NU = B+ (ANU) por lo tanto (ANU) C B, lo
que implica que ANU CANB=0yasi ANU =0 pero B es p.c. de A en M
entonces B = U. Por lo tanto U/B = 0 lo que implica que (A+ B)/B <. M/B.

<. Supongamos que B < U < M tal que ANU =0

Siz e (A+B)NU entonces x =a+bcona € A, be By x e U asi que
a=x—bée ANU lo que implica que a = 0 y por lo tanto x € B. Entonces
(A+ B)NnU C Basique (A+B)NU = B, ie. (A+B)/B)n(U/B) =0
pero como (A+ B)/B <. M/B entonces U = B. Por lo tanto B es p.c. de A en
M. O

5.1.2. Submddulos superfluos

Definicién 5.1.18. Sea A < M. Decimos que A’ < M es un suplemento de A
en M, si es minimo con la propiedad de que A+ A’ = M.

En general los suplementos no tienen por qué existir.

Ejemplo 5.1.19. Consideremos a Z como Z-moédulo. Supongamos que nZ tiene
un suplemento mZ. Entonces Z = nZ + mZ. Esto implica que m y n son
primos relativos, asi que existe un primo p tal que p|m y no a n. Sea £ > 0
la méxima potencia de p tal que p’k = m. Entonces Z = nZ + (p***)kZ and
(p**'k)Z C mZ for all i > 0 contradiciendo la minimalidad de mZ. Por lo tanto
ningun submaédulo propio de Z tiene suplemento.

Definicién 5.1.20. Un submédulo N < M es superfluo en M (N << M) si
siempre que N + L = M con L < M, se tiene que L = M.

Lema 5.1.21. Supongamos que M = A + B. Entonces B es suplemento de A
en M si y solo si AN B << B.

Demostracion. =. Sea U < B tal que B =U + (AN B). Tenemos que
M=A+B=A+U+(ANB)=A+U.

Entonces B = U por la minimidad de B.
<. Sea U < B tal que M = A+ U. Entonces, usando la ley modular

B=MNB=BN(U+A)=U+(BnA)

Como AN B << B, U = B. Por lo tanto B es minimo con la propiedad de que
M= A+ B. O

Lema 5.1.22. Sea A < M. Si A® es suplemento de A y A®® es suplemento de
A®, entonces A® también es suplemento de A®®.

Demostracion. Por hipétesis M = A® + A®®. Sea U < A® tal que M = U + A°®°.
Entonces
A*=MNA*=U+A")NA*=U+ (AN A*)

Como M = A+A*, M = A+U+(A*NA®*). Por el Lemmal5.1.21| (A*NA®**) <<
A*® < M. Entonces (A®* N A*®*) << M lo que implica que M = A 4+ U. Pero
U < A® asi que U = A®. Por lo tanto A® es suplemento de A®®. O
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Observacion 5.1.23. Si M = A® B entonces B es pseudocomplemento y suple-
mento de A en M.

Ejemplo 5.1.24. 1. En zQsi (Zg1+...+Zq,)+U = Q entonces {qi, ..., gn }U
U es un generador de Q. Por el Ejercicio [2.3f7| U es generador, asi que
U = Q. Por lo tanto todo submédulo f.g. de Q es superfluo.

2. Sea p € Z un numero primo y consideremos el siguiente subgrupo de 7Q:
a
Z(p):{ggQ“?Tb}

Entonces Z,) tiene un tnico submédulo maximo pZ,). Esto implica que
todo submddulo de Z,) es superfluo.

Lema 5.1.25. 1. SSA<B<M<N yB<< M entonces A << N.
2. Si{A;}" con A; << M entonces Y .| A; << M.
3. SiA<< M yp e Homg(M,N) entonces p(A) << N.

Demostracion. 1. Supongamos que A+U = N con U < N. Entonces B+U = N.
AsiM=NNM=Mn(B+U),como B<M,MN(B+U)=B+(MnU,).
Por hipétesis B << M asi que M NU = M lo que implica que M C U pero
ACMCU. Porlotanto A+U =U = N, i.e, A << N.

2. Por induccién. Si n = 1, se tiene el resultado por hipétesis. Supongamos
que la afirmacién es valida paran > 1y que A; + ... + A,—1 << M. Si (A1 +
et An_1+A4,)+U =M con U < M entonces (A1 +...4,-1)+ (4, +U) = M.
Por hipétesis de induccion, A, + U = M y como A,, << M entonces U = M.

3. Sea U < M tal que ¢(A) + U = N. Dado m € M se tiene que p(m) =
o(a)+ucona € Ayu € U. Entonces u = p(m—a), por lo tanto m—a € =1 (U).
Esto implica que m € ¢~ 1(U) + A. Por lo tanto M = ¢ }(U) + A. Como
A << M, p=1(U) = M lo que implica que o(M) = pp~2(U) = U NImp, asf
que ¢(A) CU. Entonces N = ¢(A)+ U = U y por lo tanto 9(A) << N. O

Lema 5.1.26. Sea M un modulo. Para todo a € M se tiene que Ra mo es
superfluo en M si y solo si existe C < M mdzimo tal que a ¢ C.

Demostracion. =] Supongamos que Ra no es superfluo en M. Sea T' = {N <
M | N+ Ra = M}. Como Ra no es superfluo en M, I' # (. Sea C una cadena en
', entonces | JC € T' ya que para cada N € C , a ¢ N porque en caso contrario
Ra < Ny N+ Ra = M lo que implica que N = M, contradiciendo que N
era propio en M. Asi, a ¢ |JC, y claramente | JC + Ra = M. Entonces, por
el lema de Zorn, I' tiene maximos. Sea C' un méximo en I' entonces a ¢ C. Si
C <U< M entonces U ¢ T. Como C+ Ra=M,U+ Ra=M asi que U = M.
Por lo tanto C' es maximo en M.

< | Si existe C' < M méximo tal que a ¢ C entonces C'+ Ra = M. Como C
es propio en M, Ra no es superfluo en M. O
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5.2. Mobdulos semisimples

Lema 5.2.1. Sea M un mddulo tal que todo submdédulo es sumando directo.
Entonces todo submaodulo no cero de M contiene un simple.

Demostracion. Sea 0 # U < M y sin perdida de generalidad supongamos que
U es f.g.. Entonces U tiene submdédulos méximos. Sea V < U un méximo. Por
hipotesis existe L < M tal que M = V @ L, aplicando la ley modular obtenemos
U=MnNU=VeaeL)NU=Va(LnNU).AsiU/V =ZLNU. Por lo tanto LNU
es simple. O

Lema 5.2.2. Supongamos que M =Y ;S; con S; simple para cada i € I. Si
U < M entonces:

1. Eziste J C I tal que M =U & (P, Si)-
2. Eziste K C I tal que U = @y S;

Demostracion. 1. Seal ={L CI|U+ (>, Si))=U& (P, S:)} I esno vacio
ya que ¢ € I'. Usando el lema de Zorn, sea L € I' un méximoy N = U®(P, S).
Sea iy € I — L entonces lo la maximalidad de L se tiene que N N.S;, # 0 pero
Si, es simple asi que S;; < N. Por lo tanto M = >,5; € N C M, es decir,
M = N.

2. Tenemos que M = U@ () S;), aplicando (1) a & ; S; se tiene que existe
K C I tal que M = (D, S;i) ® (g Si)- Por lo tanto U = @ S;. O

Teorema 5.2.3. Son equivalentes para un mddulo:

) Todo submddulo U < M es suma de submddulos simples.
) M es suma de submodulos simples.

(¢) M es suma directa de submodulos simples.

) Todo submddulo es sumando directo.

Demostracion. (a)=-(b). Es clara.

(b)=(c). Aplicando el Lema[5.2.2| con U = 0.

(¢)=(d). Aplicando el Lema 5.2.2

(d)=(a). Sea U < M y Uy la suma de todos los submodulos simples de U.
Por hipétesis M = Uy @V, usando la ley modular U =UNM =UNUydV =
Up® (VNU). SiUNV # 0 por el Lema [5.2.1] existe S < U NV simple, pero
por la forma que se tomé Uy esto implica que Uy N (U NV) # 0, contradiccidn.
Por lo tanto U NV = 0 lo que implica que U = Uy. O]

Definiciéon 5.2.4. Un médulo M se llama semisimple si satisface alguna de
las condiciones del Teorema [5.2.3] Decimos que un anillo R es semisimple si es
semisimple como R-moédulo.

Observacidon 5.2.5. Por el Teorema[5.2.12] no es necesario especificar el lado en
la definicién anterior.

Ejemplo 5.2.6. Sea K un campo. Entonces My(K) es semisimple. De hecho

My(K) = (K9) @ (JK) (Ejemplo IL.). Por otro lado TIz(K) no es semi-

simple, el ideal izquierdo ( % 9) no es un sumando directo.
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Corolario 5.2.7. 1. Todo submodulo de un semisimple es semisimple.
2. Todo cociente de un semisimple es semisimple.
3. Suma de semisimples es semisimple.

Demostracion. 1. Por el Lema [5.2.21

2. Sea M semisimple y ¢ : M — N un morfismo suprayectivo. Como M =
>~ .S; con cada S; simple entonces ¢(S;) = 0 o0 ¢(S;) = S;. Por lo tanto N =
o(M) =p(>°S;) =3 ¢(S;) que es suma de simples.

3. Es clara. O

Definicién 5.2.8. Un mddulo M es finitamente cogenerado (f.c.) si para toda
familia {A;}; de submddulos de M tales que (; A; = 0 entonces existe Iy C I
Iy finito tal que (;, A; = 0.

Teorema 5.2.9. Son equivalentes para un mdédulo M semisimple:
(a) M =5 rS; con F finito y S; simple.

(b) M =@, S; con S; simple.

)

)
(¢c) M es f.g.
(d) M es finitamente cogenerado.

Demostracion. (a)<(b) Es clara.

(b)=(c) Cada submdédulo simple S; es ciclico, asi que existe x; € M tal que
S; = Rax; para cada 1 < i < n. Entonces M = > | S; = > | Rx;. Por lo
tanto M es finitamente generado.

(¢)=>(b) Supongamos que M = Rxi + Rxs + --- + Rx,. Como M es se-
misimple, cada Rx; también lo es. Si Rx; = €, S; con S; simple, escribimos
x; = x5, + -+ x4, con x;, € S5j,. Esto implica que Rx; = Zi:l Sj,. Como
esto para cada 1 < i < n, se tiene que M = @F S; con F un conjunto finito.

(c)=(d) Sea {A;}; una familia de submédulos de M tal que (); 4; =0y
supongamos que toda interseccion finita es distinta de cero. Como M es semi-
simple y finitamente generado, por (b) y el lemma cada A; = @i’;l Six
con S;, simple para todo ¢ € I y todo 1 < k < /;. Tenemos la cadena
descendente A; O A1 NAy DO --- D ﬂ?zl A; DO ---. Por el Lemma m
Ay = (A1 N A) ® Y, S1, con 1 <1y < £ Ahora, existe 1 < Iy < £ tal

que
l2 l1

A= (A1nANAs) o@D Sa, © P S,

k=1 k=1

Continuando de esta manera, para cada n > 0 existen [y, ..,[,, > 0 tales que

n+1 ln 15
=1 k=1 k=1

Esto implica que €, 5i, < A1 lo que es una contradiccion.

(d)=(b). Supongmos que M es f.c. y M = @;S; con cada S; simple e
I infinito. Entonces M tiene un submodulo de la forma @ S;. Tomemos para
cadai € NA; = P;.,;5;. 510 # x € Py Si = i, +...+s;, asique z € @é:l S;
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(reordenando si hace falta) entonces x ¢ A;y;1 lo que implica que [y A4; = 0.
Como M es f.c. existe una subfamilia finita {i1,...,i,} tal que ﬂ;n:l A, =0,
contradiccién. Por lo tanto I es finito. O

Definicién 5.2.10. Sea M semisimple y {Q;}; las clases de isomorfismo de
submodulos simples de M. A ZSer S se le llama componente homogenea de
M.

Lema 5.2.11. Sea M semisimple, {Q;}; las clases de isomorfismo de submo-
dulos simples de M y B; = ZSer S.

1. Si S es simple y S < Bj entonces S € ).
2. M =@, B;

Demostracion. 1. Por el Lema [5.2.2]

2. Como M es suma de simples y cada simple esta en algin 2; entonces
M =37, Bj. Sea jo € J y supongamos D := Bj, N€P,_; Bj # 0. Por el Lema
existe un simple S < D, es decir, S < Bj; y S < @j;éjo Bj asi que por un
ado S € Q;, y por otro, con el Lema tenemos que existe j; # jo tal que
S € Q;,. Lo que implica que Q,, N Q;, # 0, contradiccién. O

Teorema 5.2.12. Son equivalentes para un anillo R:
(a) rR es semisimple.
(b) Rgr es semisimple.

Demostracion. Es suficiente demostrar sélo (a)=>(b). Tenemos que rRR = @, S;
con S; simple. Por la Proposicién rR = @?:1 Re; con los e; idempoten-
tes ortogonales. Ahora 1 = ey + ... + e,, entonces r = e1r + ... + e,r para cada
r € R. Asique Y. ,e;R=R.Sier; = Zi# e;jr; al multiplicar por e;, como
los e; son idempotentes ortogonales obtenemos e;e;r; = e;r; = 0 por lo tanto
R = @:L:l eiR.

Sea e uno de los ¢; y sea 0 # a € eR, entonces a = ery para algin r; € R.
Definimos ¢ : Re — Ra como ¢(re) = ra el cual estd bien definido ya que si
se = 0 entonces sa = s(ery) = (se)r; = 0, ademds ¢ es un isomorfismo. Como
rR es semisimple R R = Ra @ U para algin U < R. Sea v : Ra ® U — R como
Y(ra+u) = ¢~ 1(ra) que es morfismo y 1(a) = e. Como 1 € End(gR) entonces
existe b € R tal que ¢ = (_-b). Asi que e = ¢)(a) = (_-b)(a) = ab lo que implica
que e € aR. Entonces eR = aR, por lo tanto eR es simple. O
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5.3. Radical y zoclo

Teorema 5.3.1. Sea M un R-mddulo. Entonces

1.
Z A:ﬂ{B<M | B mazimo}
A<<M
= ﬂ{Kergﬁ | ¢ € Hompg(M, N) con N semisimple}.
2.

ﬂ A:Z{BgM | B simple}

A< M
= Z{Img@ | ¢ € Homp (N, M) con N semisimple}.

Demostracion. 1. Sim € (\{B < M | B miximo} entonces por el Lema|[5.1.26
Rm << M lo que implica que m € ZA<<M A. Por lo tanto

ﬂ{B < M | B méximo} C Z A.
A<<M

Sea B < M, con B méximo. Entonces M/B es simple y tenemos la proyec-
cién canénica w : M — M /B con B = Ker 7. Entonces, si denotamos np a la
proyeccién candnica al cociente para cada submddulo B maximmo tenemos que

ﬂ{Kercp | ¢ € Hompr(M, N) con N semisimple} C ﬂ{Ker 7w | B mximo}

=({B < M | B méximo}.

SiA<< Mye: M — N es un morfismo, entonces p(A) << N. Si N
es semisimple, el Unico submédulo superfluo de N es 0. Por lo tanto, si N es
semisimple, entonces p(A) = 0. Esto implica que

Z AC ﬂ{Kergp | ¢ € Homp (M, N) con N semisimple}.
A<<M

Asi hemos probado 1.
2.51 B < M con B simpley A <. M entonces AN B = B, lo que implica
que B C A. Por lo tanto

Z{B < M | B simple} C m A.
A< M

Si p: N — M es un morfismo con N semisimple entonces p(N) es semisim-
ple. Por lo tanto

Z{Im(p | ¢ € Hompg (N, M) con N semisimple} C Z{B < M | B simple}.
Sean C < (V{A|A<. M}y C' unp.c.de C en M. Entonces C®C" <, M
asi que ({A| A<, M} CCa®C'. Usando el Lema [2.1.12]se tiene que

N A=| ) A]|n(Ccac)=Ca (| A|nC

A<M A< .M A<M
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Por lo tanto C' es sumando directo de ([{A | A <. M} lo que implica que
(M{A | A <. M} es semisimple. Por lo tanto

ﬂ AC Z{Imcp | ¢ € Hompg (N, M) con N semisimple}.
A< .M

De estas contenciones obtenemos 2. O
Definicion 5.3.2. Sea M un R-moddulo.

1. El submédulo dado en el Teorema, 1 es llamado el radical de M y se
denota Rad(M).

2. El submédulo dado en el Teorema [5.3.1} 2 es llamado el zoclo de M y se
denota Zoc(M).

Corolario 5.3.3. Para m € M se tiene que:
1. Rm << M siy sdlo si m € Rad(M).
2. Zoc(M) es el mayor submddulo semisimple de M.

Demostracion. Para 1 hay que usar la definicién y la contrapositiva del Lema
5.1.26] El inciso 2 se sigue de la definicién. O

Ejemplo 5.3.4. 1. Se sigue del Ejemplo[5.1.24l1 que Rad(Q) = Q. Es decir,
Q no tiene submddulos maximos. Por otro lado, Zoc(Q) = 0.

2. Si consideramos el Z-médulo M = Z,4, entonces Zoc(M) = 2Z4 = Rad(M).
3. Si M es un R-médulo semisimple, entonces Zoc(M) = M.

Proposicion 5.3.5. Sea M un R-mddulo. Entonces M es finitamente generado
sty solo si Rad(M) << M y M/Rad(M) es f.g.

Demostracion. Supongamos que M es finitamente generado. Por la Proposicion
M/Rad(M) es f.g.. Supongamos que M = Rad(M) + A con A < M.
Como M es f.g. existe un submodulo méximo C' de M, tal que A C C. Entonces
M =Rad(M)+ A C C < M. Contradiccion. Reciprocamente, considere {m; +
Rad(M), ...,m, +Rad(M)} un conjunto generador de M/ Rad(M). Sea = € M.
Si x ¢ Rad(M), entonces x + Rad(M) # 0. Esto implica que z + Rad(M) =
o rim; + Rad(M). Asi que existe y € Rad(M) tal que z = >, rim; +yy
por lo tanto € Rmy +- - -+ Rm,, +Rad(M). On the other hand, si 2 € Rad(M)
entonces ¢ € Rmq +- - -+ Rm,, +Rad(M). Por lo tanto M = Rm;+---+ Rm,, +
Rad(M). Se sigue por la hipdtesis que M = Rmy + - -+ + Rm,,, es decir, M es
finitamente generado. O

Teorema 5.3.6. Sean M y N R-maodulos.
1. Sip: M — N es un morfismo, entonces:

I. p(Rad(M)) C Rad(N)
1. p(Zoc(M)) C Zoc(N)

Rad(

2. Rad( MM)) =0 y para todo C < M tal que Rad(M/C) = 0 se tiene que
Rad(M) C C.
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3. Zoc(Zoc(M)) = Zoc(M) y para todo C < M tal que Zoc(C) = C se tiene
que C C Zoc(M).

Demostracion. 1.I. Tenemos que Rad(M) = > {A | A << M}. Entonces
p(Rad(M)) = ¢(S{A | A << M}) = Y{p(4) | 4 << M} y como bajo
morfismos, superflos van a dar a superfluos, Rad(M) C Rad(N).

1.1I. Es claro ya que la imagen de un semisimple es semisimple.

2. Por la Proposicién si A < M/Rad(M) es un submdédulo maximo
entonces A = B/ Rad(M) con B méximo en M, asf:

Rad (IJ(M)) =({B/Rad(M) | B < M méaximo}

_ (W{B| B miximo}  Rad(M)

= Rad(M)  Rad(M)

Ahora, sea C' < M tal que Rad(M/C) = 0.Siw: M — M/C es la proyeccién
candnica, entonces m(Rad(M)) C Rad(M/C) = 0. Por lo tanto Rad(M) C

Kerm = C.
3. Por el Corolario [5.3.31 2.

=0.

O
Corolario 5.3.7. 1. Si C < M entonces

I. Rad(C) < Rad(M)
II. Zoc(C) < Zoc(M)

2. 5t M = @; M; entonces

I. Rad(M) = @, Rad(M;)
II. Zoc(M) = @, Zoc(M;)
III. M/ Rad(M) = @, (M;/ Rad(M;))

Demostracion. 1 Se sigue del Teorema tomando la inclusién candnica.

2.1. Para cada i € I tenemos que Rad(M;) C Rad(M), asi que @; Rad(M;) C
Rad(M). Sea m € Rad(M). Entonces m es una suma finita > m; con m; € M;.
Consideremos 7; : M — M, las proyecciones canénicas. Como w(Rad(M)) C
Rad(M;), cada m; € Rad(M;). Por lo tanto m € @, Rad(M;).

2.11. Es andloga a la anterior.

2.111. Definimos el siguiente morfismo

¢ : M/Rad(M) — @D (M;/ Rad(M,))
I

como p(m + Rad(M)) = o> m; + Rad(M)) = > (m; + Rad(M;)). Claramen-
te ¢ es sobre. Supongamos que ¢(>.m; + Rad(M)) = 0, es decir, Y (m; +
Rad(M;)) = 0. Entonces m; + Rad(M;) = 0 para cada i € I. Por lo tan-
to m; € Rad(M;) para cada i € I y entonces > ,m; + Rad(M) = 0 ya que
Rad(M;) C Rad(M). O

Proposicién 5.3.8. 1. Si M es semisimple entonces Rad(M) = 0.
2. Rad(R)M C Rad(M).
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Rad(R) es un ideal bilateral.
Si M es f.g. entonces Rad(M) << M.
Si M es f.g. y A C Rad(R) entonces AM << M. (Nakayama)

SRS N S S

Si0# M es f.g. entonces Rad(M) < M.
7. 81 C < M entonces C+R+d(M) C Rad(M/C).

Demostracidon. 1. Es clara por el Corolario [5.3.7] 2.1.
2. Sea m € M. Definimos fp, : R — M como f,,(r) = rm. Por el Teorema

fm(Rad(R)) € Rad(M). Por lo tanto
Rad(R)M = > Rad(R)m C Rad(M).
meM

3. Es inmediata del inciso 2.
4. Por la Proposicién [5.3.5]
5. Sea A C Rad(R). Entonces

AM C Rad(R)M C Rad(M) << M.

6. Como M es f.g. tenemos que Rad(M) << M.
7. Tomemos 7 : M — M/C la proyeccién canénica. Entonces m(Rad(M)) =

CHRad(M) C Rad(M/C). O

Observacion 5.3.9. Note que en el inciso (4) de la Proposicién la hipétesis
de que M sea f.g. es necesaria. Considere el Z-médulo Z & Q. Entonces

Rad(Z @ Q) = Rad(Z) ® Rad(Q) =04 Q
que no es superﬁuo.

Teorema 5.3.10. Sea M un R-mddulo. Entonces, M es s.s. si y solo si todo
N < M tiene suplemento en M y Rad(M) = 0.

Demostracion. =. Por la Proposicién |5.3.8] Rad(M) = 0. En un médulo s.s.
todo submédulo es sumando directo.

<. Sea C' < M. Por hipétesis existe B < M suplemento de C' en M. Por el
Lema [5.1.21] BN C << B asf que BN C << M. Tenemos que Rad(M) = 0,
entonces BN C = 0. Por lo tanto M = C & B. Es decir, todo submodulo es
sumando directo. O

Definicién 5.3.11. Un anillo que R se llama bueno izquierdo si Rad(R)M =
Rad(M) para todo R-médulo M.

Teorema 5.3.12. Sea R un anillo y denotemos R := R/ Rad(R). Son equiva-
lentes:

(a) Rad(R)M = Rad(M) para todo R-mddulo M.
(b) Sea M un R-mddulo. Si Rad(R)M = 0 entonces Rad(M) = 0.
(c) Rad(M) = 0 para todo R-mddulo M.
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Demostracion. (a)=(b). Es clara.

(b)=(c). Sea M € R-Mod. Consideremos el morfismo canénico de anillos
p: R — R. Entonces M es un R-médulo, asLRad(R)M = 0 lo que implica que
Rad(grM) = 0 pero 0 = Rad(rM) = Rad(zM).

(¢)=(a). Sea M un R-mdédulo y consideremos el R-médulo Ra«%. Como

Rad(R)(m) = 0 entonces m es un R-médulo y tiene los mismos

submddulos que como R-mdédulo. Por hipétesis, Rad(ﬁﬁ) = 0 asi que
Rad(R(%)) = 0. Por el Teorema 2, Rad(M) C Rad(R)M. O
Lema 5.3.13. Son equivalentes para A < R:

1. A<<R

2. A C Rad(R)

3. Para todo a € A se tiene que 1 — a tiene inverso por la izquierda.
4. Para todo a € A se tiene que 1 — a tiene inverso.

Demostracion. 1= 2. Es clara.

2 = 1. Por la Proposicién [5.3.8/4, Rad(R) << Ry como A C Rad(R)
entonces A << R.

1 = 3 Sea a € A. Entonces r = ra + r(1l — a), lo que implica que R =
A+ R(1—a), pero A << R asi que R = R(1 — a). Por lo tanto 1 — a tiene
inverso izquierdo.

3= 4. Seana € Ayr € R tal que r(1 —a) = 1. Entonces r = 1 — (—ra).
Como —ra € A existe s € R tal que s(1 — (—ra)) = 1, es decir, sr = 1. Por lo
tanto r tiene inverso derecho e izquierdo, lo que implica que s = 1 — a. Por lo
tanto r es el inverso de 1 — a.

4 = 1. Supongamos que R = A+ B. Entonces 1 =a+bcona € Ay be B.
Por hipétesis existe r € R tal que b = 7(1 —a) = 1 lo que implica que 1 € B.
Por lo tanto B=Ry A << R. O

Observacion 5.3.14. Tambien se tiene la version para ideales derechos del lema
anterior.

Teorema 5.3.15. Sea R un anillo. Entonces Rad(rR) = Rad(Rpg).

Demostracion. Por la Proposicion 47 Rad(rR) << gR, asi que por el
Lema para todo a € Rad(gR) 1 — a tiene inverso. Como Rad(rR) es
un ideal bilateral, por la Observacion Rad(gR) << Rpg. Por lo tanto
Rad(rR) C Rad(Rg). Por simetria se tiene la igualdad. O

Observacion 5.3.16. En la literatura, el ideal Rad(R) es conocido como el radical
de Jacobson del anillo R.

Lema 5.3.17. Sea ¢ : R — S un morfismo de anillos suprayectivo y sea sM
un S-modulo. Entonces M es un R-modulo y los R-submddulos de M coinciden
con los S-submddulos.

Demostracion. Sea sM un S-moédulo. Sean m € M y r € R, definimos rm :=
o(r)m. Con esta operacién M es un R-mdédulo. Claramente si gN < gM, en-
tonces RN < gpM. Ahora si gL < gM,dados € Syl € L entonces sl =rl € L
donde r € R es tal que p(r) = s. O
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Teorema 5.3.18. Sea R un anillo tal que Raf(R) es s.s. Entonces:

1. Todo simple izq. (resp. der.) es isomorfo a un submodulo izq. (resp. der.)
de 7Raf( 7

2. El numero de bloques de RadLQR) es finito e igual al numero de clases de

isomorfismo de modulos simples izq. (resp. der.).

Demostracion. 1. Sea rS simple, entonces existe M < R ideal maximo tal que
S = R/M. Tenemos que Rad(R) C M entonces

R _ R/Rad(R)
M~ M/Rad(R)

1

S

Como R/Rad(R) es s.s. entonces M/Rad(R) es sumando directo, es decir,
R/Rad(R) = (M/Rad(R)) ® (4/Rad(R)). Por lo tanto

R/Rad(R)
A/Rad(R) = ————— =95
/Rad(R) = R a(®)
2. Por el Lemma [5.3.17| los R-submodulos de R(#@) coinciden con los

ideales izquierdos de R/ Rad(R). Entonces R/ Rad(R) es semisimple como #}R)—
médulo. Lo que implica que los bloques de R/ Rad(R) son finitos. Ademés por
(1), R/Rad(R) contiene una copia de cada R-mdédulo simple. O

Teorema 5.3.19. Sea R un anillo tal que R/ Rad(R) es s.s. Entonces para todo
R-mddulo M :

1. Rad(M) = Rad(R)M
2. Zoc(M) = {m € M | Rad(R)m = 0}

Demostracion. 1. Tenemos que Rad(R)(ﬁ) = 0, asf que ﬁ es un

R/Rad(R)-médulo. Como R/Rad(R) es semisimple entonces m es s.s.
como Radi(m—médulo. Por el Lema m es s.s. como R-médulo. Por
lo tanto Rad(gzgrrysr) = 0. Asi Rad(M) € Rad(R)M.

2. Todo s.s. tiene radical cero y Rad(R)M C Rad(M). Entonces, si A :=
{m € M | Rad(R)m = 0}, tenemos que Zoc(M) C A. Por otra parte, Rad(R)A =
0, asi que A es un ﬁ}m—médulo y tiene los mismos submodulos que rA. Pe-
ro A como ﬁ}m—médulo es s.s. lo que implica que rA es s.s.. Por lo tanto

A C Zoc(M). O
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5.4. Ejercicios

1. Sea p € Py n > 0. Demuestre que los submédulos de Z,» forman una
cadena, es decir, si N, L < Z,» entonces N < L o L < N. Concluya que
en Zy» todo elemento es esencial y superfluo.

2. Considere Zs como campo con dos elementos. Sea R = Hi>0 F; con F; =
Zsy para todo i > 0. Demuestre que @, ,F; es un ideal esencial de R.

Definicién 5.4.1. Sea (L,<,A,V/) una reticula completa (Definicién
2.3.1)). Decimos que L es inferiormente continua si

a\//\X:/\{a\/x|x€X}
para todo conjunto codirigido (Definicién [2.3.2) X C L.

3. Sea M un R-médulo y suponga que Sub(M) es una reticula inferiormente
continua. Demuestre que todo submoédulo de M tiene suplemento.

4. Sea M un mdédulo tal que no tiene submdédulos esenciales propios. De-
muestre que M es semisimple.

5. Considere el diagrama
A—"-B
wl B
M ——N

P

con B y M semisimples.

a) Demuestre que si (a, @) es el producto fibrado de (8,4) entonces A
es semisimple.

b) Demuestre que si (3,1) es el coproducto fibrado de («a, ¢) entonces
N es semisimple.

6. De un ejemplo de una sucesién exacta corta
0+A—->B—-C—0

tal que A y C sean semisimples pero B no.

7. Demuestre que [[ _pZ, no es un Z-médulo semisimple.

peP

8. Demuestre que el ideal izquierdo (2 J) no es un sumando directo de
TIy(K).

9. Demuestre que si S es un R-mdédulo simple, entonces Rad(S) = 0.
10. De un ejemplo de un R-médulo M tal que Zoc(M/ Zoc(M)) # 0.
11. De un ejemplo de un R-mdédulo M tal que Rad(Rad(M)) # Rad(M).
12. Sea N < M. Demuestre que Zoc(N) = N N Zoc(M).
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13. (Es cierto para N < M que Rad(N) = N N Rad(M).

14. Considere la sucesion exacta 0 - A — B — C — 0. Demuestre que si
Rad(A) = Ay Rad(C) = C entonces Rad(B) = B.

15. Sea {M;} una familia de R-mdédulos. Demuestre que:

a) Rad ([[; M;) <1, Rad(M;).
b) Zoc (I, M;) < TI; Zoc(M;).

16. Sea Fy el campo con dos elementos. Considere R = TIy(F3). Demuestre
que

a) los ideales izquierdos de R son

{0.R(20) (£ 8)(£0),(6£).{0.(Y9)}}

R
. Zoc(R)
NN
~7

b) Rad(R) = (¢, 0) v Zoc(R) = (£, £ )-
¢) R/Rad(R) es semisimple.

d) R es un R-submddulo esencial en Mg (FFs).



Capitulo 6

Moédulos Proyectivos e
Inyectivos

6.1. Moddulos libres

Definicién 6.1.1. Un subconjunto X de un R-mddulo M es una base si
1. X genera a M, es decir, M =) v R,y

2. siempre que rx1 + -+ rpx, =0conr; € R, x; € X yn > 0 se tiene
quer; =rg =-=1, =0.

Definicién 6.1.2. Un R-mdédulo grF es libre si tiene una base.

Proposicion 6.1.3. Las siguientes condiciones son equivalentes para un modulo
RF,’

(a) F es libre;
(b) F=@; Ai con A; = grR para toda i € I.

Demostracion. Notemos que 1 y 2 se satisfacen si F' = 0 con () como base e
I = (). Por convencién la suma sobre el conjunto vacio es 0. Supongamos que
F #£0.

1=2 Sea X una base de F' y a € X. Consideremos el R-morfismo ¢ : R —
Ra dado por ¢(r) = ra. Claramente ¢ es un epimorfismo, y por la propiedad de
base ra = 0 implica r = 0. Por lo tanto ¢ es un isomorfismo. Como X es una
base, X es un congunto generador, es decir, F' = ) _ Ra. Tomemos ag € X
y ¢ € Rag N Za;ﬁao Ra. Entonces existen distintos aq,...,a, € X con a; # ag
Y 70sT1, ..., € R tales que ¢ = roag = Y ., mia;. Asi roag + Y (=r;)a; = 0.
Como X es base, ro =1 = ... = 7, = 0. Entonces Rag N> Ra = 0 y por lo
tanto F' = P, x Ra.

2=1 Por hipétesis existe un isomorfismo ¢; : R — A; para cada i € I.
Sea X = {¢;(1) | i € I}. Entonces A; = ¢;(R) = ¢;(R1) = Rp;(1). Asi que
F=,A =@, Rpi(1) y por lo tanto X genera. Ahora, tomemos una suma
finita tal que > r;9;(1) = 0. Como F = @ A;, todo elemento de F se escribe
de manera unica, asi que r;p;(1) = p;(r;) = 0. Esto implica que r; = 0 para
todo i. Por lo tanto X es una base de F'. O

71



72 CAPITULO 6. MODULOS PROYECTIVOS E INYECTIVOS

Lema 6.1.4. Sea I un conjunto. Entonces R es un modulo libre con una base
de tamano el cardinal de I.

Demostracion. Consideremos la familia {A; | ¢ € I'} con A; = R para toda i.
Entonces RY) = [[{A4;}; = @{E}Icon R=A; = A;. Por lo tanto R() es un
modulo libre y tiene al conjunto {n;(1) | ¢ € I'} como base, donde 7; son las
inclusiones candnicas. O

Proposiciéon 6.1.5. Todo modulo M es imagen epimorfica de un maodulo libre.
St M es f.g. entonces M es imagen epimorfica de un modulo libre con base finita.

Demostracion. Sea Y un conjunto generador de M. Consideremos el modu-
lo libre R(Y). Definimos el R-morfismo ¢ : RY) — M como o(ny(1)) = y.
Claramente ¢ es suprayectivo. Ahora supongamos que M es f.g. con conjunto
generador {my,ms,...,my,}. Definimos el siguiente epimorfismo ¢ : R(™ — M
como p(e;) = m; para todo 1 < i < n, where e; = (5”-)?:1 e R™, O

Corolario 6.1.6. Sea R un anillo. Entonces, R es semisimple si y solo si todo
R-mdédulo izquierdo y derecho es semisimple.

Demostracion. Se sigue del Corolario y la Proposicién No importa
el lado que se considere por el Teorema [5.2.12 O

Teorema 6.1.7. Sea R un anillo y denotemos R := R/Rad(R). Son equiva-
lentes:

(a) R un anillo bueno izquierdo.
(b) Sip: M — N es un R-morfismo entonces p(Rad(M)) = Rad(¢p(M)).
(¢) Sea M un R-mddulo y U < M entonces MUIHU = Rad(M/U).
(d) Sea M un R-mddulo y U < M. Si Rad(M) = 0 entonces Rad(M/U) = 0.
Demostracion. (a)=-(b). Sea ¢ : M — N un R-morfismo. Entonces
p(Rad(M)) = p(Rad(R)M) = Rad(R)p(M) = Rad(p(M)).

(b)=(c). Sélo hay que considerar la proyeccién canénica 7w : M — M/U.
(¢)=(d). Es claro.
(d)=(a). Sea M un R-médulo. Por la Proposicién existe un mdédulo
libre 'y U < F tal que M = F/U. Por la Proposicién 7, Rad(F) =
Rad(R)F. Como Rad(F/Rad(F)) = Rad(R/Rad(R)F) = 0, por hipétesis:

(Rad{R)F)
Rad | ———2%— 1 =0
Rad(R)F+U
( Rad(R)F )
pero
F F
Rad(R)F ) F N (£)

(Sfrt)  TREU (R
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Por lo tanto

(%)
Rad L =0
Rad(R)F+U
(=)
Por el Teorema
F
Rad(F/U) C M&HJ C Rad(R)(F/U).
Por lo tanto Rad(R)M = Rad(M). O

Teorema 6.1.8. Sip: M — F es un epimorfismo y rF es libre entonces ¢ se
escinde.

Demostracion. Sea X una base de F' y para cada z € X sean m, € M los
elementos tales que p(m,) = x. Definimos ¢’ : F — M como ¢'(} r,a) =
> remg. Entonces, oo’ (O rzx) = 0O rams) = Y. rep(ms) = > rex, ie.,
@' = Idp. Por lo tanto M = Im ¢’ @ Ker ¢ por el Corolario [3.2.11] 3. O

Observacion 6.1.9. Es claro por la Proposicién[6.1.5|que los cocientes de médulos
libres no son libres en general. De la misma manera, no siempre se tiene que
submédulos de libres sean libres. Considere el anillo del Ejemplo [1.2.7}(II) y el

ideal (8 ]IO%> que es simple. Entonces este ideal no puede ser libre.

Recordemos que un anillo R es un dominio si rs = 0 implica que » = 0 o
s = 0 para elementos r, s € R. Si R es un dominio conmutativo, lo llamaremos
dominio entero.

Proposicién 6.1.10. Sea R un dominio de ideales principales (DIP) izquierdos.
Entonces todo submdodulo de un mddulo libre izquierdo es libre.

Demostracion. Sea F un R-médulo libre y H < F. Entonces F' es de la forma
@D Rxi con Rxp, = R. Supongamos que K estd bien ordenado. Para cada
k € K definimos Fj, = @jgk Rz;y Fj, = @j<k Rz;. Sea H, = HNFy y Hy =
HNF}. Entonces g Fr = F y Uy Hr = H y ademds Hy, = HNF), = H, N Fj.
Asi

Hy/Hy = Hy/(Hy O Fy) = (Fy + Hy)/F < F/F, = Rey = R.

Esto implica que Hy/H}, es isomorfo a un ideal izquierdo de R. Como R es un
DIP izquierdo, Hy/H}y = Rhy, con hy € Hy. Como R es dominio, todo ideal de
R es isomorfo a R, asi que Hj/Hj, es libre. Por Teorema la proyeccién
canénica 7 : H, — Hk/ﬁ;C se escinde. Por lo tanto

H, = H;, ® Rhy,.

Afirmamos que {hi}xk es base de H. Como F' = |J, F), para h € H existe
k € K tal que h € F. Sea u(h) el menor indice [ tal que h € F} y sea H* el
subgrupo generado por {hy} k. Supongamos que H* esta contenido propiamente
en H. Sea j el menor indice en el conjunto {u(h) | h € H h ¢ H*} y sea h' tal
que p(h') = j. Entonces b’ € F;NH = Hj, asi que h’ = a + rh; para algin

a € Hg,r € Ry a€ H. Notemos que a ¢ H*. Como a € H; = H N F; entonces
a € Fj, lo que implica que a € F; para algin t < j. Por lo tanto p(a) < j lo
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que es una contradiccién. Asi H = H*. Ahora, si r1hg, + ... +rphg, = 0 con
ky < ... < ky, entonces r,hy, € Rhg, N H, = {0} lo que implica que r, = 0.
Haciendo esto para cada r;, obtenemos que {hj}x es base de H. O

Proposicién 6.1.11. Si Ag es libre con base {xq}a entonces todo elemento
de A®g U se representa como una suma finita Y, T ® uq donde cada u, estd
totalmente determinado.

Demostracion. Si Ag es libre con base {z4}a entonces A = @, x5 con 2,5 =

S. Por el Teorema [£.3.14] y la Proposicién se tiene que

ArsU = <@$a5> ®SU2@(£UQS®U)
A

A
=P esU)=PU.
A A
Sia € A entonces a = Y 245, (una suma finita), asi

Zai R u; = Z (Z xoqsaqz) Qu; = ZZ(maiSai) & u;
= szai ®5aiui - Zxa & Uy

Sea a = Y 2,5, la representacién de a en la base. Definimos la siguiente
funcién S tensorial A x U — U como: fijemos § € A

sgu Si B aparece en la reperesenctacion de a.

(a,u) s P

a,u
’ 0 En otro caso.

Entonces existe un tnico morfismo A ® g U — U definido como

ug Sixg aparece en la suma » o, Qu
S 0 @ s {40 08P 2 e ® o
0 En otro caso.

Como la imagen de este morfismo estd unicamente determinada, se sigue la
unicidad de los uq. O

Corolario 6.1.12. Sea S un anillo conmutativo. Sean Ag un mddulo libre con
base x1,...,xm y sU un mddulo libre con base z1, ..., z,. Entonces ARQg U es un
S-mddulo libre con base {z; @ z;}.

Demostracién. Por la Proposicién cada elemnto de A®g U es de la forma
> x; ® u; donde los u; estdn totalmente determinados. Esto implica que si
u; = Y 8;j2;; entonces los s;; estdn unicamente determinados. Por lo tanto los
coeficientes de la representacién

in Qu; = sz ® (Z Sijzij) = Zzsij (7; @ 25)
son unicos. O

Para terminar esta seccién, a continuaciéon damos un ejemplo de un ejemplo
de un anillo R, tal que R = R® R como R-mddulos. Es decir, en este anillo, las
bases de un moédulo libre no tienen porque tener la misma cardinalidad.
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Ejemplo 6.1.13. Sea K un campo y gV un espacio vectorial de dimensién
infinita (numerable). Sea R = Endg (V). Fijemos una base {v1,va, ..., vp, ...} de
V. Consideremos los siguientes R-morfismos ©1,05 : R — R definidos como:
Sea ¢, € R,

Y(v,) sii=2n
0 sit=2n—-1

o(vp) sii=2n-—1
0 sit=2n

O1(p)(vi) = { O2(¥)(vi) = {

Por la propiedad universal de la suma directa, existe un tinico R-morfismo
© : R®& R — R definido como O(p, ) = O1(p) + ©2(¢). Supongamos que
O(p,v) = 0, es decir, O1(p) + O2(x0) = 0. Sea v; un béasico. Entonces p(v;) =
O1(p)(v2i-1) ¥ ¥(vi) = O2())(v2;). Por lo tanto

p(vi) = O1(¢)(v2i-1)+0 = O1(p) (v2i-1)+O2(¥)(v2i-1) = (O1(p)+O2(¢))(v2i-1) =0

Y(vi) = 0+ O2(¥)(v2i) = O1(p)(v2i) + O2(¥)(vai) = (O1(p) + O2(¢))(v2;) = 0.

Esto implica que ¢ = 0 = 4. Por lo tanto © es inyectiva. Ahora sea o € R.
Definimos ¢ : R — R como ¢(v;) = a(vz;—1) y definimos ¢ : R — R como
¥(v;) = a(va;). Entonces O(yp, 1) = a, es decir, © es suprayectiva. Por lo tanto
R=R®R.
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6.2. Moddulos Inyectivos y Proyectivos

Definicién 6.2.1. Se dice que un médulo rQ es inyectivo si para todo mono-
morfismo o« : A — B y para todo R-morfimo ¢ : A — @ existe un R-morfismo
k: B — @Q tal que ¢ = ka.

Teorema 6.2.2. Las siguientes condiciones son equivalentes para un mddulo

RQ:
(a) @ es inyectivo
(b) Todo monomorfismo £ : @ — B se escinde.

Demostracion. 1. (a)=(b). Sea { : @ — B un monomorfismo. Considere Idg.
Como @ es inyectivo, existe k : B — @ tal que k{ = Idg. Se sigue que & se
escinde por el Corolario [3.2.12

(b)=(a). Sea (¢, B) el coproducto fibrado de (c, ). Por el Teorema[d.2.5](1),
1 es un monomorfismo. Por hipétesis ¥ se escinde. Asi que por el Teorema
4.2.5(2) existe k : B — @ tal que p = ka. O

Corolario 6.2.3. Sea Q un R-mddulo y 0 — A ENY TN C — 0 una sucesion
exacta corta. Entonces la sucesion

0 — Hompg(C, Q) g, Hompg(B, Q) TN Hompg(A,Q) — 0
es exacta.

Demostracion. = Por el Proposicién basta probar que f* es suprayec-
tiva. Sea ¢ : A — @Q cualquier R-morfismo. Como f es inyectivo y @ es un
médulo inyectivo, existe k : B — Q tal que ¢ = kf = f*(k). Es decir, f* es
suprayectiva.

< Sea ¢ : A —» @ un R-morfismo y f : A — B un monomorfismo. Te-
nemos una sucesion exacta corta 0 - A — B — Coker f — 0. Por hipétesis,

Hompg (B, Q) N Hompg (A, Q) es suprayectiva. Entonces, para ¢ € Hompg(A4, Q)
existe k € Homp (B, Q) tal que ¢ = f*(k) = xf. Por lo tanto, @ es inyectivo. [

Definicién 6.2.4. Se dice que un médulo rP es proyectivo si para todo epi-
morfismo 9 : B — C'y para todo R-morfismo 5 : P — C existe un R-morfismo
A: P — B tal que 8 =Y.
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Teorema 6.2.5. Las siguientes condiciones son equivalentes para un modulo
RP.’

(a) P es proyectivo.
(b) Todo epimorfismo & : B — P se escinde.

Demostracion. (a)=-(b). Sea £ : B — P un epimorfismo. Considere Idp. Como
P es proyectivo, existe A : P — B tal que Idp = £X. Por el Corolario [3.2.13] £
se escinde.

(b)=(a). Tomemos el producto fibrado (p,a) de (¢, 5). Por el Teorema
4.2.6/(1), o es un epimorfismo. Por hipotesis « se escinde, lo que implica que
existe A : P — B tal que 8 = ¥\ por el Teorema (2). O

Corolario 6.2.6. Sea P un R-mddulo y 0 — A 5 B % ¢ = 0 una sucesion
exacta corta. Entonce Q) es inyectivo si y solo si la sucesion

0 — Homp(P, A) I3 Homp(P, B) % Homp(P,C) — 0

es exacta.

Demostracién. = Por la Proposicién basta ver que g, es suprayectiva.
Sea 8 € Homp (P, C). Como g es suprayectiva y P es proyectivo, existe A : P —
B tal que = g\ = g« (N).

< Sea g : B — C un epimorfismo y § : P — C cualquier R-morfismo.
Tenemos la sucesién exacta corta 0 — Kerg — B — C' — 0. Por hipdtesis
g« : Homp (P, B) — Hompg(P,C) es suprayectiva, asi que existe A : P — B tal
que 8 = g«(A\) = gA. Por lo tanto P es proyectivo. O

Proposicion 6.2.7. Las siguientes condiciones son equivalentes para un anillo
R:

(a) R es semisimple.
(b

Todo R-mddulo izquierdo (resp. derecho) es inyectivo.

(c
(d

Todo R-mddulo izquierdo (resp. derecho) es proyectivo.

)
)
)
) Todo R-mddulo simple (resp. derecho) es proyectivo.

Demostracion. (a)=-(b) y (c). Si R es semisimple entonces todo R-médulo es
semisimple por el Corolario Entonces todo monomorfismo y todo epimor-
fismo se escinde.

(b) ¥ (¢)=(a). Si I < R, entonces la inclusién se escinde por (b), es decir,
I es sumando directo de R. Andlogamente, si todo moédulo es proyectivo la
proyeccién candénica R — R/I se escinde, es decir, I es sumando directo de R.
Por lo tanto R es semisimple.

(¢)=>(d) Es clara.

(d)=(a) Sea Zoc(R) :=>_S; con S; < R, S; simple. Si Zoc(R) < R, como
R es f.g. entonces existe M < R méximo tal que Zoc(R) € M.Como R/ M
es simple y cada simple es proyectivo entonces la proyeccién canénica 7 : R —
R/ M se escinde, es decir, R = A® M con A = R/ M simple. Contradiccién ya
que Zoc(R) es la suma de todos los simples de R y Zoc(R) C M. O
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Proposicién 6.2.8. Sea P = @, P;. Entonces P es proyectivo st y solo si cada
P; es proyectivo.

Demostracion. =. Sea f : A — B un epimorfismo y ¢ : P, - B. Como P
es proyectivo, existe A : P — A tal que S\ = ¢m; donde w; : P — P; es
la proyeccién canédnica. Sea 1; : P; — €; P; la inclusién canénica. Entonces
BAn; = Ymion, = Yldp, = .

P
i

P

VP,

P
A—Ls B

<. Sean 8 : A — B un epimorfismo y ¢ : P — B. Como P; es proyectivo
para cada ¢ € I, existen morfismos \; : P; — A tales que S)\; = ¥n; donde 7;
son las inclusiones canénicas de la suma directa. Por el Teorema[d.1.4] la familia
{Ai} define un dnico morfismo A : P — A tal que An; = A; para todo ¢ € I.
Notemos que para cada i € I, BAn; = ¢n;. Por la unicidad que da el Teorema

tenemos que B\ = 1.

P,

i

;
|

O

En general el producto de moédulos proyectivos no es proyectivo como lo
muestra el siguiente ejemplo tomado del libro “Lectures on modules and rings”
escrito por T.Y. Lam.

Lema 6.2.9. Sea P =7Z®M y M = ZN. Entonces Homy(M/P,7) = 0.

Demostracion. Sea ¢ € Homg(M,Z) tal que o(P) = 0. Consideremos los si-
guientes dos subgrupos de M

A ={(2a1,2%ay,...,2"ay,...) | a; € Z}

B = {(3b1,3%bg, ...,3"by,, ...) | b; € Z}

Entonces A+ B = M. Notemos que cada elemento de A se puede escribir de la
forma
(2a1,2%ay,...,2" ta,_1,0,0,..) + 2"z
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para algin elemento € M. Como ¢(P) =0, p(A) C 2"Z para todo n > 0, es
decir, p(A) € (,592"Z = 0. Andlogamente, p(B) = 0. Por lo tanto ¢(M) =
0. O

Proposicién 6.2.10. El Z-mddulo Z~ no es proyectivo.

Demostracidn. Supongamos que M = ZN es proyectivo. Entonces existe un Z-
modulo libre F con base {e; | i € I} tal que M < F (Teorema [6.2.13)). Como
P =7ZM™ es numerable, podemos descomponer el conjunto I en una unién ajena
I; U I5 con I; numerable y que ademés P C ) I Ze; = Fi. Notemos que M no
estd contenido en F); porque F) es numerable y M no lo es. Ahora, es posible
tomar una proyeccién m; : F' — Ze; con i € I5 de tal manera que m;(M) #0y
m;(F1) = 0. Asi, obtenemos un morfismo no cero ¢ : M — Z tal que ¢(P) =0,
contradiciendo el lema anterior. O

Proposicién 6.2.11. Sea Q =[]; Q;. Entonces, Q es inyectivo si y sdlo si Q;
es inyectivo para todo i € I.

Demostracion. =. Sean « : A — B un monomorfismo y ¢ : A — @; un R-
morfismo. Consideremos 7; : Q; — @ @Q; la inclusién candnica, o la inclusién
de la suma directa en el producto y m; : [[; Q; — Q; la proyeccién candnica.
Como @ es inyectivo existe k : B — @ tal que ka = on;p.

Entonces m;x es el morfismo requerido ya que m;xoe = mion;0 = Idg, o = ¢.

A = B

D Q:

Uy

Qi

<. Sea a: A — B un monomorfismo y ¢ : A — @ un R-morfismo. Como Q);
es inyectivo para cada i € I, existen morfismos k; : B — Q; tales que k;a = m;p
para toda ¢ € I, donde 7; son las proyecciones candnicas. Por el Teorema
tenemos que la familia de morfismos {k;} definen un tinico morfismo s : B — @
tal que m;k = K;. Entonces m;xka = m;o y por la unicidad de k se tiene que
ko= .
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s

Qi
O

Ejemplo 6.2.12. Sea R =[] K; un producto directo de campos. Se sigue de
los ejercicios y que todo R-mddulo simple es inyectivo. No es dificil
ver que cada K; como ideal de R es un R-mdédulo simple. Sea 0 # (k;)y € R
cualquier elemento. Entonces existe i > 0 tal que k; # 0. Sea e; € R el elemento
tal que e;(j) = 0sii # j y e;(i) = 1. Entonces 0 # e;(ki)y € @y K;. Por la
Proposicién Dy Ki <. R. Es claro que Py K; # R. Por lo tanto Py K;

no puede ser un R-médulo inyectivo.

Teorema 6.2.13. Un mddulo es proyectivo si y solo si es isomorfo a un su-
mando directo de un maodulo libre.

Demostracion. =-. Sea P proyectivo. Por el Corolario [6.1.5] existe F' libre y
un epimorfismo o : FF — P. Como P es proyectivo, a se escinde, es decir,
F=Kera® K. Pero K 2Ima = P, por lo tanto P es isomorfo a un sumando
directo de un libre.

<. Por el Teoremal6.1.8] si F es libre entonces F es proyectivo. Por lo tanto,
si P es isomorfo a un sumando directo de F', entonces por la Proposicién [6.2.8
P es proyectivo. [

Corolario 6.2.14. Sea R un DIP izquierdo. Entonces un R-mddulo P es pro-
yectivo sty solo si es libre.

Demostracion. =». Sea P proyectivo. Por el Teorema [6.2.13] P es isomorfo a un
sumando directo de un libre, en particular es isomorfo a un submédulo de un
libre. Usando la Proposicién tenemos que P es libre.

«. Todo libre es proyectivo. O

Teorema 6.2.15 (de la Base Dual). Las siguientes condiciones son equivalentes
para un modulo P:
(a) P es proyectivo.

(b) Para toda familia {y;}; de generadores de P, existe una familia de mor-
fismos p; € Hompg(P, R) tales que:

(1) Para todo p € P, ¢;(p) # 0 sdlo para un ndmero finito de indices de
I.

(2) Paratodope P,p="73;9:(p)y
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(¢) Eziste una familia {y;}; de elementos de P y existe una familia {p;}1 de
elementos de Homp (P, R) que satisfacen (1) y (2) del inciso (b).

Demostracion. (a)=(b). Tenemos que existe F' = €, Rz; libre y un epimorfis-
mo & : @, Rx; — P dado por £(D7x;) = Y riy;. Como P es proyectivo existe
A: P — @, Rx; tal que €N = Idp. Sea 7; : @, Rx; — Rx; = R la proyeccién
candnica. Ahora si a € €; Rx;, entonces a = Y m;(a)x;. Asi que para cada
peEP,

p=EAp) = f(z Ti(A(p))zi) = Zm(/\(P))f(l“i) = Zﬂ'i(/\(p))yi-

Tomando ¢; = m; A se tiene que p =Y v;(p)y;.

(b)=(c). Es claro.

(c)=(a). La condicion (2) nos dice que {y;}s es un conjunto generador de P.
Sea F' = @; Rx; donde Rx; = R para cadai € [y {: F — P el epimorfismo
dado por £(z;) = y;. Usando (1) definimos 7 : P — F' como 7(p) = >, vi(p)x;.
Entonces &7(p) = £, wi(p)xi) = > ; ¢i(p)y; = p. Por lo tanto & se escinde,
asi que F' = Ker{ @ Im 7. Como £ es suprayectiva, P = Im 7 y por lo tanto P
es un sumando directo de un libre. Lo que implica que P es proyectivo. O

Teorema 6.2.16 (Criterio de Baer). Un R-mddulo Q es inyectivo si y sélo si
para todo I < R ideal izq. y todo R-morfismo ¢ : [ — Q existe n: R — Q tal
que 0t = @, donde i : I — R es la inclusion candnica.

Demostracion. Sea o : A — B un monomorfismo y ¢ : A — @ un morfismo.
Consideremos el conjunto I' = {(C,v) | C < B, v: C — @ tal que ya = 9}. Se
tiene que T' # 0 ya que (Ima, ag) € T’ con ap = a correstringida a su imagen,
que es un isomorfismo. Ademés I' es un COPO, donde el orden esta dado de la
siguiente manera: (C,~v) < (D,n) siy sélo si C < D y n|c = . Por el Lema
de Zorn, T' tiene maximos. Sea (C,~) un méximo en I'. Supongamos que existe
0#be B—Cytomemos C+ Rb. Si C'NRb=0 se contradiria la maximalidad
de (C,~) ya que @ se podria extender a C' @ Rb. Supongamos que CNRb# 0y
concideremos (C : b) = {r € R | rb € C} < R que es distinto de cero. Entonces
tenemos un R-morfismo (_-b) : (C : b) — C dado por (--b)(r) = rb. Por
hipétesis existe 7 : R — @ tal que 7 = ~y(- - b). Definimos v : C + Rb — @
como 1 (¢+1b) = v(c)+7(r). Notemos que v1|¢ = 7. Entonces (C'+ Rb,y1) € T
pero (C,v) < (C'+ Rb,v1) lo que es una contradiccién. Por lo tanto C = By Q
es inyectivo. El regreso es obvio. O

Definicién 6.2.17. Decimos que un grupo abeliano A es divisible si zA = A
para todo 0 # z € Z.

Ejemplo 6.2.18. El Z-mdédulo Q es divisible, ya que si 0 # 2z € Z y q € Q,
entonces z(£) = ¢. Por lo tanto 2Q = Q.

Proposicion 6.2.19. La clase de los grupos divisibles es cerrada bajo imagenes
homomorficas, bajo sumas directas y bajo productos.

Demostracion. Supongamos que zD es divisible y ¢ : D — G es un homomor-
fismo. Entonces zIm ¢ = 2p(D) = p(2D) = (D) = Im ¢ para todo 0 # z € Z.
En particular las copias isomorfas de un divisible son divisibles.

Ahora, si {D;}; es una familia de grupos divisibles entonces z[[; D; =
[1,; 2D; =1; D;i. De la misma forma z @, D; = @, zD; = @, D;. O
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Teorema 6.2.20. Todo grupo abeliano se inyecta en un grupo divisible.

Demostracion. Sea A un grupo abeliano. Sabemos que existe un grupo abeliano
libre zF y un epimorfismo ¢ : F — A (Corolario . Entonces F = 7Z()
p-a. conjunto I. Consideremos 7Q que es divisible y como Z — Q, tenemos un
monomorfismo i : Z() < Q). Entonces hay un monomorfismo Z!) / Ker ¢ «
QW /i(Ker ) donde Q) /i(Ker ¢) es divisible. Por lo tanto A se sumerje en un
divisible. O

Teorema 6.2.21. Un Z-mddulo es inyectivo si y sélo si es divisible.

Demostracion. =-. Supongamos que z@Q es inyectivo. Sean 0 # 29 € Z, qo € @
e i:Zzy — Z la inclusién candnica. Definimos ¢ : Zzg — @ como p(nzp) = nqo
que es un Z-morfismo. Como @ es inyectivo, existe x : Z — @ tal que ki = .
Asi que zpk(1) = k(20) = ¢(20) = qo. Por lo tanto z0Q = @, lo que implica que
Q es divisible.

<. Sea zD divisible y ¢ : Zn — D un Z-morfismo. Como D es divisible,
para ¢(n) € Dy n € Z existe d’ € D tal que nd’ = p(n). Entonces, definimos
k: R — D como k(m) = md'. Asi, k(tn) = tnd" = to(n) = ¢(tn) para todo
tn € Zn. Por el criterio de Baer (Teorema , D es inyectivo. O

Observacion 6.2.22. El concepto de médulo divisible puede ser dado para médu-
los sobre un dominio entero. En este caso, la Proposicién [6.2.19]y la Proposicién
permancen ciertas (usando el Ejercicio . Para un dominio entero en
general solo tenemos que inyectivo implica divisible. Si el dominio entero es de
ideales principales, entonces obtenemos el Teorema

Lema 6.2.23. Sea R un anillo. Si 3D es divisible, entonces el R-mddulo iz-
quierdo Homy(Rg, D) es inyectivo.

Demostracion. Sean « : A — B un R-monomorfismo y ¢ : A — Homgz(Rg, D)
cualquier R-morfismo. Definimos o : Homyz(Rg, D) — D como o(f) = f(1), el
cual es un Z-morfismo. Asi que tenemos un Z-morfismo op : A — D. Por lo
tanto existe un Z-morfismo 7 : B — D tal que Tao = o¢p.

Definimos x : B — Homg(Rg, D) como k(b)(r) = 7(rb) el cual es un R-
morfismo. Entonces

ra(a)(r) = 7(rafa)) = T(a(ra)) = op(ra) = ¢(ra)(1) = re(a)(1) = ¢(a)(r).

Por lo tanto ka = ¢, lo que implica que Homy(Rg, D) es inyectivo.

RrRA rB
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Teorema 6.2.24. Para todo R-modulo M existe un monomorfismo ¢ : M — Q
con @ un R-mddulo inyectivo.

Demostracion. Sea M un R-moédulo. Visto M como grupo abeliano existe un
monomorfismo p : zM — zD con D divisible por el Teorema Defini-
mos p : gM — rHomgz(R, D) como p(m)(r) = p(rm) que es un R-morfismo.
Ademas si p(m) = 0, entonces p(m)(r) = 0 para todo r € R. As{ u(rm) = 0
para todo r € R, en particular p(m) = 0 pero u es monomorfismo lo que implica
que m = 0. Por lo tanto p es un monomorfismo. O

Corolario 6.2.25. Un mddulo rQ es inyectivo si y solo si QQ es isomorfo a un
sumando directo de Homg(Rp, D) para algin zD divisible.

Demostracion. =. Por el Teorema [6.2.24] existe un monomorfismo de @ en
Homgz (R, D) para algin zD divisible y este monomorfismo se escinde porque Q
es inyectivo. Por lo tanto Q) es isomorfo a un sumando directo de Homy(Rg, D).

<. Se sigue por la Proposicién [6.2.11 O

Lema 6.2.26. Si p : M — N es un monomorfismo entonces existen un R-
mddulo N’ tal que M < N' y 7 : N’ — N un isomorfismo tal que si i es la
inclusion de M en N' 1i = p.

Demostracidn. Sea L un conjunto tal que |L| = |[N — p(M)| y LN M = (. Sea
B : L — N — p(M) una biyeccién. Definimos N'=LUM y 7: N' — N como
7(m)=p(m)sime Myr(l)=p5(1)sile L.

Le damos estructura de R-modulo a N’ de la siguiente manera: sean z,y € N’
yr € Rentonces z +y = 7 (7(z) + 7(y)) y rz = 77 (r7(z)). Con estas
operaciones 7 es un isomorfismo. O

Observacion 6.2.27. Con el Lema[6.2.26)y el Teorema [6.2.24] tenemos que todo
R-médulo es submédulo de un inyectivo.

Teorema 6.2.28. Sea rQ un R-mddulo inyectivo y S = Endgr(Q). Son equi-
valentes para f € S:

(a) f € Rad(9)
(b) Ker f <. Q

Demostracion. (a)=-(b). Sea f € Rad(S). Sea U < @ tal que U NKer f = 0.
Entonces f|y es un monomorfismo. Como @ es inyectivo existe g € S tal que
goflyv =idondei: U — @ es la inclusién candnica. Entonces para todo u € U,
u=1(u) = ¢gf(u) lo que implica que U C Ker(Idg — gf). Como f € Rad(S), gf
también. Asi que Idg — gf tiene inverso. Por lo tanto U C Ker(Idg — gf) = 0.

(b)=(a). Consideremos S f y supongamos que S = Sf + G para algin ideal
izq. G de S. Entonces existen ¢ € G y h € S tales que Idg = hf + g. Si
x € Ker f N Ker g entonces x = hf(z) + g(z) = 0. Como Ker f <. @Q, Kerg =0,
es decir, g es un monomorfismo. Como @ es inyectivo existe k € S tal que
kg = Idg lo que implica que Idg € G y por lo tanto G = S. Entonces Sf << S
y asi f € Rad(9). O

Definicién 6.2.29. Un anillo R se llama regular de von Neumann si para cada
r € R existe x € R tal que rar =r.
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Corolario 6.2.30. Sea rQ inyectivo y S := Endr(Q). Entonces S/Rad(S) es
un anillo reqular de von Neumann, es decir, para cada f € S existe g € S tal

que fgf — f € Rad(S).

Demostracion. Sea f € S.SeaU < @ un p.c. de Ker f, entonces Ker foU <. Q.
Ademds f|y es un monomorfismo, asi que existe g € S tal que gf|y = ¢ donde
i:U — @ es la inclusion candnica. Si k 4+ u € Ker f @ U entonces

(faf = Dk +u) = faf(k+u) = f(k+u) = fgf(u) = f(u)

= fgf(u) — f(gf(u)) =0
Por lo tanto Ker f @ U C Ker(fgf — f), asi que Ker(fgf — f) <. Q. Por el

Teorema [6.2.28] fgf — f € Rad(S). O
Teorema 6.2.31. Sea P proyectivo y S := Endgr(P). Son equivalentes para
fes:

(a) f € Rad(S)
(b) Imf << P

Demostracion. (a)=-(b). Sea U < P tal que Im f + U = P. Consideremos
m: P — P/U la proyeccién canénica. Entonces para cada p € P existen f(z) €
Imfywu € U tales que p+ P = (f(zx) + u) + P = f(z) + P. Por lo tanto
wf es suprayectiva. Como P es proyectivo, existe g € S tal que wfg = .
Entonces m(Idp — fg) = 0 lo que implica que Im(Idp — fg) C Kerm = U. Como
f € Rad(S), Idp — fg tiene inverso. Por lo tanto Im(Idp — fg) = P =U.
(b)=-(a). Supongamos que S = fS + G para algin ideal derecho G de S.
Entonces existen h € S'y g € G tales que Idp = fh + g. Asi, para todo = € P,
xz = (fh+ g)(x) = f(h(z)) + g(x) lo que implica que P = Im f + Im g. Pero
Im f << P por lo que Img = P, es decir, g es sobre. Como P es proyectivo
existe k € S tal que gk = Idp. Por lo tanto G = S. Entonces fS << Sg y
f € Rad(9). O

Observacion 6.2.32. Desafortunadamente no se puede dar directamente el re-
sultado andlogo al Corolario [6.2.30] para médulos proyectivos. Por ejemplo, si
tomamos Z como Z-médulo, sabemos que Z es proyectivo y Endz(Z) = Z
(Observacién [B.4.11). Por otro lado, tenemos que Rad(Z) = 0. Asi que Z =
Endz(Z)/ Rad(Endz(Z)) que no es un anillo regular de von Neumann (Ejercicio

5310).
Teorema 6.2.33. 5i 0 # P es proyectivo entonces Rad(P) # P.

Demostracion. Sea S := Endg(P). Para cadap € Py ¢ : P — R definimos
¢p : P — P como ¢,(z) = ¢(z)p. Sea p € Rad(P). Entonces Rp << P asi que
Im ¢, = ¢(P)p C (Rp) << P. Por lo tanto Im ¢, << P. Por el Teorema [6.2.31]
©p € Rad(9).

Sea (p;,p;) la familia dada por el Teoremal6.2.15] Entonces para todo z € P
x =) pi(z)p;. Por lo tanto (Id, — ;,,)(x) = 0. Supongamos que Rad(P) = P.
Si0#z€P,z=) ¢()p;. Como cada p; € Rad(P) entonces p;, € Rad(S)
para toda 4. Lo que implica que ) ¢;,, € Rad(S) y por lo tanto Idp — ) i,
tiene inverso. Contradiccién. O
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Corolario 6.2.34. Si P es proyectivo y P = Py® P> con P, C Rad(P) entonces
P, =0.

Demostracion. Consideremos 7 : P — P, la proyeccién canénica. Entonces si
P, C Rad(P)
P2 = 7T(P2) g w(Rad(P)) g Rad(Pg) Q P2

Asi que Rad(P,) = P,. Como P, es proyectivo, P, = 0 por el Teorema(6.2.33} [



86

6.3.
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10.

CAPITULO 6. MODULOS PROYECTIVOS E INYECTIVOS
Ejercicios
Demuestre que todo médulo sobre un anillo con divisién tiene base.

Sea R un anillo conmutativo. Si todo ideal de R es libre entonces R es un
DIP.

Sea R un anillo conmutativo. Demuestre que R = R @ R si y solo si
R = {0} (es trivial).

Sea K un campo y R = KJz] el anillo de polinomios con coeficientes en
K. Sea S el subanillo de R formado por los polinomios sin término lineal.
Demuestre que R no es un S-modulo libre.

Sea R un anillo y M un R-mdédulo simple. Demuestre que M es proyectivo
o para todo 0 # m € M el ideal izquierdo (0: m) = {r € R| rm = 0} es
esencial en R.

Sea D un dominio entero. Siguiendo la Definicién podemos definir
un D-mdédulo divisible. Demuestre que el campo de fracciones K (D) de D
es un D-médulo divisible.

Demuestre que [[,cp Zy/ @, cp Zp es un grupo divisible.

Sea p € P. Tomemos el Z-médulo Q/Z y denotemos a sus elementos como

[¢] con ¢ € Q. Considere el siguiente subconjunto:

zpmz{[;;} e@/Z|pm,n>o}.

a) Demuestre que Z,~ es un subgrupo de Q/Z.

b) Demuestre que el conjunto X = {[%] , [p%} s } generan a Zpes.

¢) Demuestre que, Z L)L} & Zpn para cada n > 0.
d) Demuestre que si m < n, entonces 7Z L%m} cZ [p%}

e) Demuestre que N < Z, siy solosi N =Z {p%} para alguna n > 0.
Concluya que todo submédulo de Z,~ es esencial.

f) Demuestre que Zp~ es divisible.

g) Demuestre que todo Z-morfismo ¢ : Zpe — Zpe es suprayectivo.

h) Demuestre que Q/Z = @, cp Ly~
Sea K un campo y considere el anillo R = TIy(K).

a) Demuestre que Rad(R) es un R-mdédulo proyectivo.

b) Demuestre que el R-médulo R/I donde I = Zoc(R), es inyectivo.

Vea el Ejercicio [5.4][16]

Demuestre que Z no es un anillo regular de von Neumann.
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. Sea {K;}; una familia de campos. Demuestre que anillo [[; K; es un
médulo inyectivo (sobre si mismo).

Sea {K;}r una familia de campos. Demuestre que anillo [ [, K; es un anillo
regular de von Neumann.

Sea {K;} una familia de campos y considere el anillo [, K;. Sea R =
{(a;) € II; Ki | (@) es casi constante}. Demuestre que R es un subanillo
de [[; K; y que también es regular de von Neumann.

Sea M un R-mdédulo semisimple. Demuestre que Endr(M) es un anillo
regular de von Neumann.

Definicién 6.3.1. Un anillo R es llamando V-anillo izquierdo si todo
R-médulo izquierdo simple es inyectivo.

Demuestre que un anillo R es un V-anillo izquierdo si y solo si todo ideal
izquierdo de R es interseccién de ideales izquierdos maximos.

Demuestre que un anillo conmutativo R es V-anillo si y solo si R es regular
de von Neumann.
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Apéndice A

Nociones Basicas de
Categorias

A.1. Definicion de Categoria

Definicién A.1.1. Una categoria C consta de una clase de objetos que de-
notamos Obj(C), y para cada pareja de objetos (A, B) de C hay un conjunto,
denotado Home¢ (A4, B), cuyos elementos llamamos morfismos y que satisface:

1. Si (A, B) # (C, D) entonces Hom¢ (A, B) NHome(C, D) = ¢

2. Para cada terna de objetos (A, B,C) en C existe una funcién

Hom¢ (B, C) x Home (A, B) — Hom¢ (4, C)

(a,B) 1 af
que llamamos composiciéon y que cumple:

a) v(aB) = (ya)B (Asociatividad).

b) Para todo objeto A de C existe un morfismo 14 € Home (A, A) tal que
lpa = a = aly para todo a € Home (A, B) (Morfismo identidad).

Dada una categoria C y ¢ € Home (A, B) se suele escribir al morfismo ¢
como una flecha con domino A y codominio B

p:A—> B

Ejemplo A.1.2. (1) La categorfa de Conjuntos, Sets. Obj(Sets) = Clase de
los conjuntos
Homgets(A,B) ={f: A— B| f es funcién}

(1) La categoria de grupos, Gps, donde los objetos son grupos y los morfismo
son homomorfismos de grupos.

89
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(1) La categoria de groups Abelianos, Ab, donde los objetos son grupos abe-
lianos y los morfismos son homomorfismos de grupos.

(1v) La categoria de anillos, Rings, con objetos anillos y homomorfismos de
anillos.

(v) La categoria de R-mdédulos, R-Mod, con objetos médulos izquierdos y
morfismos R-morfismos.

(vi) Sea G un monoide y * un objeto cualquiera. La categoria G tiene un solo
objeto {x} y Homg(x,*) = G.

(vir) Espacios Topoldgicos, Top. Obj(Top)=Espacios topoldgicos. Si X y Y son
espacios topolégicos Homp,,(X,Y) son las funciones continuas de X en
Y.

(vir) Sea Aun COPO. Vemos a A como categoria de la siguiente forma: Obj(A) =
A. Si z,y € A entonces Homu(z,y) = {*} si x <y y Homa(z,y) = 0 en
otro caso.

Definicién A.1.3. Sea C una categoria y ¢ € Hom¢ (M, N). Decimos que:

1. o es monomorfismo si siempre que pf = ¢g para f,g € Home(L, M), se
tiene que f = g.

2. ¢ es epimorfismo si siempre que fo = gy para f,g € Home(N, L), se
tiene que f = g.

3. ¢ es bimorfismo si es monomorfismo y epimorfismo.
4. ¢ es isomorfismo si existe f € Home (N, M) tal que of = Idn 'y fo = Idy

Ejemplo A.1.4. Sea (N, -, 1) el monoide multiplicativo de los nimeros natura-
les. Consideremos la categorfa N la cual solo tiene un objeo * y Homg (*,*) = N,
Como N tiene cancelacién y la operacion es conmutativa, entonces todo n €
Homyg(*, *) es monomorfismo y epimorfismo. De este ejemplo vemos que bimor-
fismo no implica isomorfismo.

Teorema A.1.5. Sea ¢ € Hompg(M,N) un morfismo en la categoria R-Mod.
Entonces:

1. ¢ es monomorfismo < ¢ es inyectiva.
2.  es epimorfismo < @ es suprayectiva o sobre.
3. v es biyectiva & ¢ es bimorfismo < ¢ es isomorfismo.

Demostracion. 1=-.Seanx,y € M tales que ¢ () = ¢ (y). Entonces ¢ (z — y) =
0. Tomemos R(z —y) y consideremos la inclusién candnica i : R(x —y) — M y
el morfismo cero 0 : R (z —y) — M. Se tiene que i (r (z —y)) =r¢ (x —y) =0
v 0 (r (z —y)) = ¢ (0) = 0, es decir, pi = 0. Por hipétesis, i = 0 lo que implica
que R(z —y) =0y por lo tanto = = y.

<. Sean f,g: L — M tal que ¢f = @g con ¢ inyectiva. Si f # g entonces
existe x € L tal que f (z) # g (x) y como ¢ es inyectiva of (z) # @g (z). Por lo
tanto ¢ f # g, contradiccién.
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2 =. Sea I = Imy y tomemos la proyeccién canonica w : N — N/I y el
morfismo 0 : N — N/I. Sea m € M. Entonces mp(m) = w(p(m)) =0y
0p (m) = 0. Como ¢ es un epimorfismo, 7 = 0. Esto implica que N C I y por
lo tanto N = 1.

<. Supongamos f¢ = gy con f # g. Entonces existe z € N tal que f (z) #
g (x) pero ¢ es sobre, asi que © = ¢ (y) para algiin y € M. Asi, fp (y) # g¢ ().
Por lo tanto fy # gy, contradiccion.

3. Es claro, por los incisos anteriores que ¢ es biyectiva < ¢ es bimorfismo.
Ahora, si ¢ es biyeccién por la Observacién 2, ¢! es un R-morfismo,
entonces ¢ es isomorfismo. Por otro lado, si ¢ es isomorfismo entonces existe un
R-morfismo f: N — M tal que ¢f = Idy v fo = Idy;. Lo que implica que ¢
es inyectiva y es suprayectiva por lo tanto ¢ es biyectiva. [

Observacion A.1.6. Notemos de la prueba del teorema anterior que siempre se
tiene que funcién inyectiva (resp. suprayectiva) implica monomorfismo (resp.
epimorfismo) sin embargo el regreso no se tiene en general. Consideremos la
categoria Rings. Entonces el morfismo inclusién Z — Q es un epimorfismo pero
claramente no es suprayectivo.

Demostracion. Ejercicio. O

Usando el Teorema y las Proposiciones [3.1.13] y tenemos los
siguientes resultados

Corolario A.1.7. Son equivalentes para un R-morfismo ¢ : M — N:

es monomorfismo.

(a
(b

© es inyectiva.

) ¥
)
(c) Kerp=0

)

(d) Para todo L en R-Mod, si v : L — M es tal que @i = 0 entonces ¢ = 0.

Demostracion. (a)<(b) es por el Teorema y (b)<(c) por la Proposicién
o. 1. 1l
(a)=(d) Supongamos @1 = 0. Tenemos que ¢0 = 0 entonces pi) =
Como ¢ es monomorfismo se tiene que ¥ = 0.
(d)=(c) Sean K = Kerp e i : K < M la inclusién. Entonces ¢i(K) =
@(K) = 0 asi que @i = 0. Por hipdtesis se tiene que ¢ = 0 lo que implica que
K =0. O

Corolario A.1.8. Son equivalentes para un R-morfismo ¢ : M — N:

a)  es epimorfismo.

(a)
(b) ¢ es suprayectiva.

(¢) Coker(p) =0

(d) Para todo L en R-Mod, si : N — L es tal que Y = 0 entonces ¥ = 0.
Demostracion. Ejercicio. O

Regresemos al contexto general
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Proposiciéon A.1.9. Sea C una categoria. Sean ¢ € Home(M,N) y ¢ €
Home (N, L) entonces:

1. ¢, ¥ monomorfismos = W@ es monomorfismo.
2. v, ¥ epimorfismos = Yy es epimorfismo.

3. 1 es monomorfismo = @ es monomorfismo.
4. Yy es epimorfismo = 1 es epimorfismo.

Demostracion. Solo se demostrara 1 y 3, los incisos 2 y 4 son completamente
analogos.

1. Supongamos que (Yp)f = (Y¢)g. Como la composicién es asociativa,
Y(pf) = ¥(pg). Entonces pf = pg porque ¥ es monomorfismo. Como ¢ tam-
bién es monomorfismo, f = g.

3. Supongamos que ¢f = ¢g. Entonces ¢ (pf) = ¥ (¢g), asociando (o) f =
(vp)g lo que implica que f = g ya que ¥y es monomorfismo. O

A.2. Funtores

Definiciéon A.2.1. Sean C y D categorias. Un funtor F': C — D es una asigna-
cién de los Obj(C) en Obj(D) y una asignacién de Home (A, B) en Homp (F'(A), F(B))
para cada dos objetos A, B de C de tal manera que se respeta la composicion,

es decir, si f € Home(B, E) y g € Home(A, B) entonces F(fg) = F(f)F(g) y
F(1a) = 1pa).

Observacion A.2.2. En la definicién anterior al funtor F' se le llama funtor
covariante o simplemente funtor. Si dada f € Hom¢ (A, B) se tiene que F(f) €
Homyp (F(B), F(A)) entonces decimos que el funtor es contravariante.

Ejemplo A.2.3. (1) Consideremos la categoria de grupos abelianos Ab y la
categoria de conjuntos Sets. Hay un funtor U : Ab — Sets tal que dado
G un grupo abeliano U(G) es solo G como conjunto, y dado un morfismo
de grupos abelianos «, U(«) es « visto solo como funcién. A U se le llama
el funtor que olvida.

(1) Sean G, H grupos abelianos y consideremos las categorias G v H. Si f:
G — H es un morfismo de grupos abelianos entonces f nos define un funtor
[+ G — H definido como: f(*) = * y para cada g € Homg(*,*) = G,

Fg) = f(g) € H = Homp (%, ). Claramente f(gl) = f(9)f(1) y f(1g) =
1

H

(1) Sea X un espacio topoldgico y sea O(X) el COPO de abiertos de X. De-
finimos el funtor P : O(X) — Sets como: Dado un abierto U € O(X)
P(U) = C(U,R) el conjunto de funciones continuas de U en R. Ahora si
U <V ie. Homp(x)(U,V) = {*} damos la siguiente funcién r : P(V) —
P(U) (el funtor P es contravariante) definida como r(f) = f|y la restric-
cion de fa U.

(rv) El grupo fundamental de un espacio topoldgico nos define un funtor 7 :
Top — Gps.
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(v) Conideremos la categoria DE cuyos objetos son dominios enteros y los
morfismo son homomorfismos inyectivos de anillos. Sea C'amp la categoria
de campos. Si D es un dominio entero podemos construir su campo de
fracciones K (D). Entonces K (_) nos define un funtor de DE en Camp.

(vi) La asignacién _[x] : Rings — Rings dada por _[z](R) = R[z], el ani-
llo de polinomios con coeficientes en R, y _[z](f) : R[x] — S[x] como
2] O mxt) = 32 f(ri)at si f : R — S es un morfismo de anillos, nos
define un funtor.

Ejemplo A.2.4. Dado un R-médulo M tenemos el siguiente funtor
Hompg(M,_): R— Mod — Ab

Definido de la siguiente manera: Si N es un R-médulo entonces Homp (M, N)
es un grupo abeliano. Ahora, si f: N — L es un R-morfismo,

Hompg(M, f) : Hompg(M, N) — Homp (M, L)

es un morfismo de grupos abelianos que se calcula como Hompg (M, f)(g) = fg.
De forma analoga tenemos el funtor

Homp(_, M) : R— Mod — Ab

solo que este funtor es contravariante, es decir, si f : N — L es un R-morfismo
entonces

Hompg(f, M) : Homg(L, M) — Hompg(N, M)
calculado como Hompg/(f, M)(h) = hf.

A.3. Producto y Coproducto

Definicién A.3.1. Sea C una categoria y {4;}icr una familia de objetos de C.
1. Un producto de la familia {A;};cr es una pareja (P, {m; }icr) tal que:

a) P € 0bj(C)

b) {m;}1 es una familia de morfismos de C tale que m; € Home (P, A;).

¢) Para toda familia de morfismos v; € Home(C, A;) i € Iy C € Obj(C)
existe una tnica v € Home(C, P) tal que v, = my Vi e

2. Un coproducto de la familia {A;};c; es una pareja (Q, {n;}:cr) tal que:

a) Q € Obj(C)
b) {n;}r es una familia de morfismos de C tale que 7; € Hom¢(A;, Q).
¢) Para toda familia de morfismos a; € Home(A4;, B)i € I'y B € Obj(C)

existe una tnica o € Home(Q, B) tal que a; = am; Vie T

Teorema A.3.2. Sea (P,{m;}1) un producto de la familia {A;} en la categoria
C. Entonces una pareja (P',{w}}1), donde @, € Home(P', A;) es también un
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producto de la familia si y solo si existe un isomorfismo ¢ € Home(P', P) tal
que:

P—r-p

17

P,

conmuta para todo i € I. Es decir el producto de una familia, si existe, es unico
salvo isomorfismo.

Demostracion. Como (P, {m;}1) es un producto entonces para la familia {r}};
existe un tnico ¢ € Home(M', M) tal que m; = 7} para todo i € I.

=. Sumpongamos que (P’,{n}};) es un producto entonces existe un tinico
¢’ € Home(M, M') tal que wi¢’ = m;, entonces m;(¢¢') = m; pero mldy = m;
para toda ¢ € I. Entonces por la unicidad del morfismo tenemos que p@’ = Idyy.
Analogamente se tiene que ¢’ = Idy;s. Por lo tanto ¢ es un isomorfismo.

<. Sea ¢ : ' — P un isomorfismo y {f;}; una familia de morfismos f; €
Home (C, A;) para toda i € I. Entonces existe un tnico h : C — P tal que
mih = f; para todo i € I. Sea v = ¢ 'h de C en P’, entonces miy = wip~1h =
mh = fi. Ademds si ' : C' — P’ es tal que 7y’ = f; para toda ¢ € I, entonces
mi(¢y') = iy’ = f;. Por la unicidad de h, ¢y’ = h asi que ¥/ = ¢~ 'h = v Por
lo tanto (P’, {m}}1) es un producto. O

Teorema A.3.3. Sea (Q,{n;}1) un coproducto de la familia {Q;}; en la cate-
goria C. Entonces, (Q',{n;}1) donde n; € Home(Q;, Q') es también un copro-
ducto de la familia si y solo si existe un dnico isomorfismo ¥ € Home(Q, Q")
tal que:

Q—>Q

|

Qi

conmuta Vi € I. Es decir el coproducto de una familia, si existe, es unico salvo
isomorfismo.

Demostracion. Como (Q,{n;}1) es un coproducto entonces para la familia de
morfismos {7}, existe un tnico morfismo ¢ : Q@ — Q' tal que ¢n; = 7, para
toda i € I.

= Supongamos que (Q',{n;}) es un coproducto. Entonces exite un dnico
morfismo ¢’ : Q' — Q tal que ¥'n; = n; para toda i € I. Como Idgn, = n;
y tambien (¢')n; = 7}, de la unicidad se sigue que ¢’ = Idg:. Analogamente
' = Idg. Por lo tanto v es un isomorfismo.

<: Supongamos que existe ¢ : Q@ — @ isomorfismo tal que ¥n; = ..
Tomemos {7;} con «; € Home(Q;, B) para todo i € I. Como (Q, {n;}s) es un
coproducto entonces existe un unico h : @ — B tal que hn; = 7; para toda
i€ 1I. Sea f = hyp~!. Entonces

fnl = hy iyl = T Mpm; = hayy = ;.

Sif':Q — B estal que f'n; =~; Vi € I. Entonces (f'y)n; = f'n. = i, por la
unicidad de h se tiene que f'4p = h, por lo tanto ' = hyp~! = f. O
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Ejemplo A.3.4. 1. Sea {A;}icr una familia no vacia de conjuntos, el pro-
ducto cartesiano de la familia se define como

HAi—{f:]—)UAi|fesfunciényf(i)€AiVi€I}
iel i€l

Para cada i € I definimos ; : [[A; = A; como m;(f) = f(i) que se les
llama las proyecciones canénicas. Entonces ([ Ai, {m:}1) es el producto
de la familia {A;};cr en la categoria Sets. Dado un elemento f € [] 4; se
suele escribir f = (f;); donde f; = f(i) € A;.

2. Sea L una reticula (Definicién [2.3.1)) vista como categoria (Ejemplo 8)).
Sean z,y € L, entonces x Ay € L es el producto de « y y en L. El copro-

ducto de x y y en L es el elemento x Vy € L.

A.4. Producto Fibrado y Coproducto Fibrado

Sea C una categoria. Considerer el siguiente diagrama:

A—2>B

‘I

M ——N

Definicion A.4.1. 1. El par (p,«) es llamado el producto fibrado del par
(v, B) si para cualquier par (¢’,;a’) con ¢’ : Y — M, o' : Y — B existe
un tnico 7: Y — A tal que ¢’ = p7y o = ar.

2. El par (¢, ) es llamado el coproducto fibrado del par (p, «) si para cual-
quier par (¢, 8 ) con’ : M — X, 8 : B — X y ¢ = '« existe un
Unico 0 : N — X tal que ¢/ =o¢p y 5/ = o8.

Y A—2->B
\\\a/\
N
&
o A—2=BRB
%l ;

M-t N

Proposicién A.4.2. El coproducto fibrado del par (¢, ) y el producto fibrado
del par (¢, ), son unicos salvo isomorfismos.

Demostracion. Sean (1, 8) y (¢, 8') dos pushouts para (p, o), entonces por la
definicién de pullback tenemos que existen ¢ : N — X y p : X — N tales
que ¥ = o, B =ocpyp =p, B =pB. Asi para poc : N — N tenemos
que v = p' = pop y B = pB = poB de lo que se sigue que po = Idy.
Analogamente op = Idx por lo tanto p y o son isomorfismos uno inverso del
otro.

Ahora sean (¢, a) y (¢, @) dos pullbacks para (¢, 8), entonces tenemos que
existen 7 1Y - Ay 7 : A= Y tales que & = ar, ¢’ = o7y a = a7/,



96 APENDICE A. NOCIONES BASICAS DE CATEGORIAS

o =¢'t". Para 77’ : A — A tenemos que o = o'’ = a7’ y p = ¢'7' = o717,
asi que por lo tanto 77" = Id4. Analogamente 77 = Idy lo que implica que T
y 7/ son isomorfismos uno inverso del otro. O

Ejemplo A.4.3. 1. Sea C un conjunto. Tomemos P(C) el conjunto potencia
de C, el cual es una reticula. Sean A, B € P(C). Denotemos 9 : A — C
y B : B — C las funciones inclusiones. Consideremos A N B y sean ¢ :
ANB < Ay a:AN B < B las inclusiones. Entonces el par (¢, «) es el
producto fibrado del par (¢, §).

)

ATBCQ—>B

|

2. Ahora, sea X un conjunto y consideremos A, B,C' € P(X) talesque A C B
vyvACC.Sean v : A= By p: A< C las inclusiones. Consideremos
BuUuCyseanvy:C — BUCy f:B < BUC las inclusiones. Entonces
el par (1, 3) es el coproducto fibrado del par (p, a).

A o B

1 b

CC—w>BUC

Proposicion A.4.4. Supongamos que tenemos el diagrama conmutativo

A—2sB
l ;
MH—N

1. Si(p, ) es el producto fibrado del par (¥, ), entonces

Si B es un monomorfismo entonces ¢ también lo es.

(¢,

(a)

(b) Siv es monomorfismo entonces a también lo es
(
)
)

2. Si (v, B) es el coproducto fibrado del par (o, ), entonces

(a) Sia es un epimorfismo entonces ¢ también lo es.

(b) Si @ es un epimorfismo entonces B también lo es.

Demostracion. Sélo probaremos 1.(a) y 2.(a). los otros dos resultados son anélo-
gos.

1.(a). Supongamos que S es monomorfismo y sean f,g: X — A tales que
of = ¢g. Entonces o f = g, como el diagrama conmuta Saf = Sag. Por
hipétesis S es monomorfismo asi que af = ag. Notemos que B(ag) = ¥(pf)
entonces por la propiedad universal del producto fibrado existe un tnico h :
X — A tal que ph = ¢f v ah = ag lo que implica que f =h = g.
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2.(a). Supongmos que tenemos f,g : N — X tales que fi = gib. Entonces
fio = gip, como el diagrama conmuta fSa = gSa. Por hipétesis a es epimor-
fismo asf que ff = gfB. Notemos que (fB)a = (gi)p asi que por la propiedad
universal del coproducto fibrado existe un unico h: N — X tal que hf = fB y
hi = gy lo que implica que f = h = g. O
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